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ПРЕДИСЛОВИЕ. 


Иечиелеше интегральныхъ вычетовъ составляетъ, безспорно , одно 
изъ замфчательнфИшихъ открытій Коши. Обширность прим%невій 
и простота, съ которою рЪшаются посредствомъ него многія труд- 
ныя и сложныя задачи, ставятъ его на ряду съ главными орудями 
Математическаго Анализа. Не смотря на все это, исчисленіе инте- 
гральныхъ вычетовъ почти вовсе не разработываетея учеными ны- 
нЪшняго времени. Кром сочинешя Лорана, составленнаго изъ 
компилящи различныхъ мемуаровъ Коши, мнъ не извъстенъ ни 
одинъ спещальный трудъ по этой чаети. 

Въ настоящемъ разсуждени я излагаю общия начала иечисле- 
вія интегральныхъ въчетовъ и показываю нФкоторыя изъ его при- 
мфнеши, именно такія, которыхъ я вовсе не нашелъ между рабо- 
тами Коши, или же вашелъ ихъ изложенными не въ столь простой и 
наглядной Форм% въ какой мнЪ удалось ихъ представить. 

Поэтому, разеужденіе мое раздфлено на двф части, изъ которыхъ 
первая заключаетъ теорпо, а вторая ея приложешя. 

Такъ какъ теорія интегральныхъ вычетовъ основана на общихъ 
началахъ теорій Функци отъ комплекеныхъ величинъ, то первая 
часть моего разсуждешя состоитъ изъ двухъ главъ, изъ которыхъ 
первая посвящена общимъ свойствамъ функцій отъ комплексныхъ 
величинъ, вторая-же заключаетъ, собственно, теорію интегралнъжъ 
въчетовъ. 

Между различными приложевіями, заключающимися во второй 
части, я укажу на выводъ ряда Лагранжа, какъ на одно изъ зам - 
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чательнбйшихъ примфнешй исчислетя интегральныхъ вычетовъ. 
8веь я употребляю премъ, который еразу приводить къ требуе- 
мому результату. Кром% того, тъмъ же пріемомъ можно восполь- 
зоватьея для ръшенія многихъ другихъ вопросовъ Анализа, что я 
и дблаю при въводБ одного извЪстнаго выраженія Лежандровой 
Функци Х, на стран. 82, также при выводъ Формулы Лагранжа и 
Варинга, относящихся къ симметрическимъ Функціямъ, на стра- 
ницахъ 124 и 127. 

Въ статьф, подъ заглавіемъ: Непрерывныя дроби, я даю 
ДвЪ Формулы, которыхъ до сихъ поръ нигдъ не ветрЪъчалъ, и изъ 
которыхъ прямо вытекають многія весьма интересныя теоремы, вы- 
веденныя въ общеизвъстномъ мемуарЪ Чебышева » иг {е5 /гасйот5 
сопитпиеза, совершенно другимъ путемъ. Т же теоремы старались 
вывести: Руше въ мемуарБ помфшенномъ въ 37-й тетради Жур- 
нала Политехнической Школы, и Гейне въ мемуар помфщенномъ 
въ 67-мъ т. Журнала Креля. Но оба они разбираютъ частные слу- 
чаи, и изыеканмя ихъ уклонились отъ простоты, съ которою можно 
получить већ ихъ результаты, елфдуя другому пути. 

Далъе, я излагаю свойства Лежандровой Функци Х,, оеновы- 
ваясь на особенномъ ея представленш подъ видомъ интегральнаго 
вычета. Хотя это новое изложение не приводить’ ни къ какимъ но- 
вымъ результатамъ, но оно даетъ полезные примфры для упражненя 
въ примбненш началъ иечислешя интегральныхъ вычетовъ. Въ этой 
же статьф читатель найдеть много теоремъ, не имфющихъ, повиди- 
мому, никакого отношеня къ интегральнымъ вычетамъ; но онЪ пока- 
зались мнф необходимыми отчасти для полноты изложения, отчасти для 
лучшаго пояенешя того, что будетъ сказано въ послфдующей стать. 
Притомъ, доказательства нфкоторыхъ теоремъ мнв удалось значи- 
тельно сократить: въ этомъ отношении больше всего заслуживаетъ 
вниманія доказательство теоремы Гейне о разложенш Функци = 


въ рядъ, расположенный по Дежандровъмъ Функщямъ. 
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Поелбдняя статья, подъ заглавемъ: О разложенти функ- 
цім въ ряды при помощи непрерывныхь дробей, заключаетъ 
весьма интерееныя Формулы, изъ которыхъ однф не были вовсе до 
сихъ поръ извћетны, другія же выведены Чебышевымъ, только подъ 
другимъ видомъ, въ его замфчательномъ мемуар, подъ заглавемъ: 
О разложени функши въ ряды при помощи непрерыв- 
ныхъ дробей, въ которомъ въ первый разъ обращено вниманіе на 
Функци, означенныя чрезъ А,. Именно зтотъ трудъ Чебышева. 
побудилъ меня къ соетавленію послъдней статьи этого разсужденя. 

Таково содержаше предлагаемаго разсуждешя. При зтомъ, я 
предположилъ, что читатель хорошо знакомъ съ элементарными по- 
нятіями и свойствами, относящимися къ Функщямъ отъ комплеке- 
ныхъ величинъ, какъ, напримфръ, распредблеше значешй данной 
Функщи на координатной плоскости, опредфлене линій или точекъ 
разрыва, и т. п. 
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ОБЪ ПИТЕГРАЛЬНЫХЬ ВЫЧЕТАХТ. 


$1, Введеше, 


1. Означимъ чрезъ / (2, у) функцію, зависящую отъ двухъ веще- 
ственныхъ перембннъкъ х и у, и положимъ 
хи = 5, 
гБ = И 1. 
Для того, чтобы функцію / (2, у) можно было разематривать какъ · 
зависящую отъ одной перембнной =, достаточно и необходимо условіе 


(1) р Н ар, 


Всякую функцію / (2, у), удовлетворяющую этому уравненію (1), 
мы будемъ означать чрезъ / (=) и такія только функщи составляютъ 
предметъ занимающей насъ теорш. 


Производная функц / (=), или, другими словами, предълъ отношенія 
| Га + В — Га), 
7 


когда № стремится къ нулю, не зависитъ вовсе отъ величины ћ, то есть, 
не зависить отъ направленія, по которому точка = ~ й стремится сов- 
пасть съ точкою =: Это характеристичеекое свойство разематриваемыхъ 
функцій есть слбдет...с уравненія (1) и можетъ вполн® его замБнить. 


2. По числу различныхъ значеній , соотвЪтетвующихъ одному и тому-же 
значению независимой перемънной, функши бываютъ одиночныя и мно- 
зозначныя. 

Функція называется одиночною тогда, когда для всякаго значенія 
независимой перембнной, принимаетъ одно только значеніе, — нъкоторыя 
точки могутъ составлять пеключеніе. Сюда принадлежатъ функцій раціо- 
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нальныя, тригонометрическія, показательныя, эллиптическія. Вев эти 
функцій могутъ допускать разрывъ въ нъкоторыхъ особенныхъ точкахъ 
но никакъ не на продолженіи конечной лини. 


Наприм%ръ, каждая изъ функцій 


х-- 4 5ш 5 
есть одиночная, между тБмъ первая изъ нихъ въ точкв 2 == а прини- 
маетъ два различныя значенія 
- со И =, 
вторая же въ точкЪ 5 == 6 принимаетъ всевозможнътя значения. 


Если для однаго и тогоже значенія независимой перембнной, функція 
принимаетъ болфе чЪмъ одно значеніе, тогда она называется многознач- 
ною. Сюда принадлежать функщи ирращюнальныя, логариемическя, 
обратныя круговыя, обратныя эллиптичеекя и проч. 

Если для значеній независимой перемфнной 2, содержащихся внутри 
нъкоторой площади, данная функція /(2) остается неразрывною, исключая 
нфкоторыя особенныя точки, тогда мы говоримъ, что функція /(=) остается 
однозначною внутри разематриваемой поверхности 


Напримбръ, функція 
ИЕ = : ( 9 Е" Е) 
<< (60$ 5 + +51 -4 
Черт. 1. остается однозначною внутри площади 


абсдо (Черт. 1); точно также функ- 
ція 


106 (1 -+- 2) 


эстается однозначною внутри круга, 
начерченнаго радіусомъ равнымъ еди- 
ниц$ и имфющимъ центръ въ точкъ 
Е 


2, 
3. Выражевіе № (=) 4= есть 
№, 


ничто иное, какъ значене интеграла 
2 


(2) Ге 9) (4х 4 (йу), 


20 
взятаго по нЪкоторой кривой, соединяющей точку 2, СЪ ТОЧКОЮ 24. 
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Зы 
9) 


Подобно тому, какъ производная —„.^ не зависитъ отъ аргумента диф- 


ференціала =, точно также значеше интеграла (2), за исключенемъ 
нФкоторыхъ случаевъ, не зависить отъ вида кривой, соединяющей точки 
50 0 1. 

Теорема эта, доказанная впервые Коши, служитъ исходною точкою 
для дальнфйшихъ изелЪдованш по теоріи функцій отъ комплекеныхъ вели- 
ЧИНЪ. 


Общія свойства однозначныхъ функцій. 
$ 2. Теорема Коши, 


1. Начертимъ гдЪ нибудь на плоскости координатъ сомкнутую кри- 
вую абсд (Черт. 2) и 
примемъ во вниман!е 
двойной интегралъ 


(1 СА в )азав, 
распространенный на всю 
площадь, ограниченную 
кривою абса, причемъ 
предполагаемъ, что про- 
извольная функція ф не 
дБлаетея разрывною ни 
въ одной точкъ этой площади. По извбстному правилу, не трудно двойной 
интегралъ (1) преобразовать въ простой, распространенный на веЪ точки 
кривой абсд. 


Дъйствительно, если разсматриваемый интегралъ предетавимъ въ видЪ 
суммы двухъ интеграловъ 


{о „До 
(2) | оу =: [|% дхду, 


то въ первомъ изъ нихъ можно произвести интегрированіе по перемфнной 
г, всаБстве чего, онъ приметъ видъ 


(3) [(- фонтана +. 4, 
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гл Фо, Фр“ Фф, СУТЬ значенія функщи ф соотвътетвующія точкамъ 
2, Броз 1, ВЪ которыхъ произвольная линія параллельная оси 2 
пересъкаетъ кривую абса. Но въ выражен (3) вместо ду можно под- 
ставить 

== 4$ 51 2, 
Гд% ах означаетъ уголъ, содержащийся между осью х и направніемъ дуги 


9$, опредфляемымъ стрЪлкою К; знакъ — относится къ точкамъ такимъ 


Какъ 20, 5,, 2,,....; ЗНакъ + къ точкамъ такимъ какъ 3,, 2.,...; 
велъдетвіе того, вмфсто интеграла (3), мы получаемъ новый интегралъ 
(4) Г ф 4; зш а, 


распространенный на всю длину периметра абс4, по направленію стрЪлки. 
Поступая точно такимъ же образомъ и со вторымъ интеграломъ, входя- 
щимъ въ выражене (2), получимъ, вмЪето него, 


(5) — [ 4$ с08 2, 
гдф интегралъ также распространяется на вею длину периметра абса, по 
направленію етр%лки. 


Умножая выражевіе (5) на г и складывая его съ интеграломъ (4), 
получимъ сумму равную выраженю (3), то есть, получимъ слъдующее 
уравненіе : 


(6) | 2 + 2) дхау = — 1 [9 й (соѕ х ~ 1 а). 
Но очевидно, что 


48 (с05 а + 151 х) = 12, 


слЪдовательно, вмфсто уравненія (6), мы имфемъ 
(ас... а) 


(7) ПЕЕ да. 


До сихъ мы предполагали, что ф означаетъ какую угодно функцію 
отъ 2 и у, лишь не допускающую точекъ разрыва-внутри поверхности 
абсф; допустимъ же теперь, что 


бг, у) = е 4 у) = Це): 
въ такомъ случаЪ лЪвая сторона уравнения (7) тождественно обращается 
ВЪ нуль, И МЫ получаемъ 


(1) [(2) 4 = 0, 


въ чемъ и заключается теорема Коши. < 
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Раг. ОРА 


2. Взявъ во вниманіе двъ точки а и е, лежащія на кривой абса, мы 
можемъ интегралъ уравненія (1) представить въ видЪ разности двухъ инте- 
граловъ: одного отъ а чрезъ 4 до с и другаго отъ а чрезъ 6 до с; на 
основани уравненія (1), “оба эти интеграла равны между собою, то есть, 

а 


(а1с) » (абс) 


(п) Па) да = | а) 42. 


Это уравнеше доказываетъ намъ, что если внутри нъкоторой площади, 
ограниченной одною сомкнутою линіею, данная функція /(=) остается ко- 
нечною и неразрывною, то функція 


1: (а) а, 


во вефхъ точкахъ той же поверхности, представляетъ функцію конечную 
и однозначную. 


З. Предетавимъ себъ теперь, что мы начертили такую сомкнутую кри- 
вую абса (Чер. 3), внутри которой находитея- одна или сколько угодно раз - 
рывныхъ точекъ о,, 0,, 0., еїс., и что, проведя около каждой изъ нихъ 
очень малыя сомкнутыя кривыя (0,), (0,),...., мы соединили ихъ пооче- 

редно одну еъ другою такъ, 
какъ показано на чертеж% 3. 
Вел%детвіе того, получится 
со веъхь сторонъ ограничен- 
’ ная площадь, внутри которой 
нътъ ни одной точки разрыва, 
и сл Ъдовательно интегралъ 


(8) с) 45, 


взятый по всему краю этой поверхности, по направлению стрфлки, рав- 
няется нулю. Но нфкоторыя части интеграла (8), иёмнно тв, которыя 
соотвЪтствуютъ двумъ сторонамъ линій а], [4 ит. д., очевидно взаимно 
уничтожаются, велдстве чего мы видимъ, что интегралъ (8), взятый по 
направлению стрълокъ, по кривымъ абса, (0,), (05), (04), ит. д., ра- 
венъ нулю. Перембняя направленія интеграловъ взятыхъ по (о,), (0,),.. 
на противоположныя, значеня ихъ примутъ противоположныя знаки и 
окончательно мы получаемъ слфдующую теорему: 


умум.гст.огд.р! 


а пре 


Теорема. Интегралъ 
с) ах, 

взятый по произвольной сомкнутой кривой, равняется сумм% такихъ же 
интеграловъ, взятыхъ по произвольно малымъ сомкнутымъ кривымъ, окру- 
жающимъ тЪ точки разрыва функци /(з), которыя находятся внутри кри- 
вой. При этомъ всЪ интегралы должны быть взяты по одному и тому же 
направленію. 

Называя положительнымъ направленіемъ края данной площади, на- 
правлепіе той стр®лки, относительно которой самая площадь находится съ 
лЪвой стороны , предъидущую теорему можно выразить еще такими словами. 


Интегралъ 
е) 45, 


взятый въ положительномъ направлении по всему краю нЪкоторой , со всъхъ 
сторонъ ограниченной, пло- 
щади, не содержащей ни одной 
точки разрыва функцш /(2), 
равенъ нулю. 

Чертежъ (4) представляетъ 
поверхность ограниченную че- 
тырмя сомкнутыми кривыми: 
а[9, (0,), (05), (04), которыя 
всЪ вмветБ составляютъ край 
той же поверхности. 


Черт. 4. 


$3. Всякую однозначную Функцію можно представить въ видБ 
конечнаго интеграла,  СлЪдетв!я, 


1. Пусть функція /(<) остается конечною и непрерывною внутри нъ- 
которой, со веъхъ сторонъ ограниченной, площади, и положимъ, что х есть 
произвольно взятая точка внутри этой площади. 

Назовемъ чрезъ (р) кривую, или совокупность кривыхъ, составляю- 
щихъ край площади, а чрезъ (2) окружность круга, начерченнаго изъ 


; (2 
точки г произвольно малымъ радтусомъ г. Такъ какъ Та. внутри на- 


шей площади, кромБ точки 3 = х, нигдъ не дБлаетея разръвною, то, по 
теоремъ Коши, мы получаемъ слфдующее уравнене: 


мумуму.гст.ога.р! 


ав зи 


(р) (=) 
Го | 1[(2) ағ 
шт 2—2 


Полагая въ интеграл% съ правой стороны 


получимъ 


но если г есть величина безконечно малая, то 


з Зл 


Ш Де + те?) 49 = 2*] (г), 


и слЪдователъно 
ыы 
2)45 __ с 
| = =2т{/| (а), 
откуда 
(р) 


0) Го) а 10 


9] зк 


Это уравнеше въ высшей степени замъчательно; оно указываетъ намъ 
на возможность вычислить значеніе функции / (2) для какой угодно точки 
г, содержащейся внутри нЪкоторой, со веъхъ сторонъ ограниченной, 
площади, не содержащей ни одной точки разрыва функщи / (х), по зна- 
чевіямъ той же функщи на крав разсматриваемой площади. 

Дифференцируя обЪ стороны уравненія (1) п разъ по г, получимъ 


у 1.2.3. (“? уа 
Ш. Ате | леене | 


Уравненіе (П) показываетъ намъ, что если внутри нЪкоторой, со веъхъ 
сторонъ ограниченной площади, функція / (х) остается неразрывною, 
то и производная отъ этой функщи какого нибудь порядка, остается тоже 
неразрывною; ибо подъинтегральная функція съ правой стороны уравнения. 
(П) нигдв, въ предблахъ интеграла, не обращается въ <> и, вмъетъ съ 
2, измфняется непрерывнымъ образомъ. 

‘Формулы (1) и (П) составляютъ оенованіе теори интегральныхъ 
вычетовъ, одной изъ самыхъ плодовитыхъ въ наукъ, и которою мы зай- 
мемся ниже; теперь же покажемъ другія елъдетвія, вытекающія изъ зтихъ 


формулъ. 


уумуму.гст.ога.р! 


ВОт ИРА 


2. Если предположимъ, что функція | (2), ни для одного конечнаго 
или безконечнаго значешя перемфнной =, не обращается въ с», тогда мы 
вправ допустить, что, въ уравненш (1), кривая (р) есть кругъ начер- 
ченный около начала координатъ безконечно большимъ радусомъ. 


Допустивъ это на самомъ дБлъ, и положивъ 
дете", 
изъ уравненія (1) получимъ 


че | дари, 


г БД 


но вели г — <>, то 


елфдовательно 
| И аре 
[ (4) == (пе) 49. 
М 9 


Вторая половина этого уравненія не зависитъ отъ х и потому / (2) 
есть величина постоянная. И такъ мы видимъ, что всякая одиночная 
функція, нигдъ не обращающаяся въ с», равняется непремфнно величин 
постоянной. 

Если /(<) не есть величина постоянная, то, на основани только что 
сказаннаго, она необходимо, по крайней мЪрЪ для одного значения перемън- 
ной =, обращается въ со; а изъ этого непоередетвенно слЪдуетъ, что 
та же функція / (=) должна получать всевозможныя значенія. Дъйстви- 
тельно, еелибы функція / (=) ни для одного значена = не принимала 
значеня равнаго произвольно постоянной С, тогда функщя 

А , 
Го-с! 
ни для одного значена перембнной =, не обращалась бы въ се, и функ- 
ція / (х) была бы величиною постоянною, что противорфчить нашему 
предположению. 

3. Функція / (%) не иначе можетъ быть разрывною въ данной точкЪ, 
какъ обращаясь въ с». 

Дйетвительно, положимъ, что въ точкф 2, нЪкоторая функція / (=) 
дфлается разрывною, не обращаясь въ се. 


МУМУ. гстп.ога.р! 


пи, ТНА 


Опишемъ около =, двъ сомкнутыя лини: одну абс (Черт. 5), не 
черт, 5. содержащую внутри себя ни 
у | одной точки разрыва, кром? г, 
и другую 9/9, составляющую 
окружность безконечно малаго 
круга, начерченнаго изъ точки 
5, Какъ изъ центра, радіусомъ 
равным г; назовемъ периметръ 
асб чрезъ (р), а периметръ 
а[д чрезъ (га). 


По формул (1), мы имбемъ 


(р) 
(1) г (а) КАЧ [(=) да 69 1 (=) 45 я 
гд д есть произвольная точка, содержащаяся между (р) и (20), и оба 
интеграла во второй части взяты по направленію стрфлки. Полагая 
рун з 9 
а= 8 те", 
мы получимъ 


(20) „зп А 
ро фа и фев 48 ус а 
| 124 —` В (~ =) = (0), 
о го 
и саЪдовательно, вмфето уравненія (1), получаемъ 
(р) 
1 [ (=) а= 


Но такъ какъ вторая часть этого уравненія составляетъ функцію ко- 
нечную и неразрывную отъ независимой перемфнной 2 для вевхъ точекъ, 
лежащихъ внутри кривой (р), то и функція / (2), внутри той же кривой, 
остается конечною и неразрывною, и слфдовательно точка =, не есть 
точка разрыва функцій | (=). 


$ 4. Разложеніе однозначной Функши въ рядъ по восходящимъ и 
нисходящимъ степенямъ независимой перембнной, Дополнительные 
члены, 


1. Изъ произвольной точки а произвольнымъ радусомъ г начер- 
тимъ кругъ, периметръ котораго означимъ чрезъ (р) (Черт. 6); и поло- 
9 % 


2 


х 


уумум.гст.ога.р! 


ДАР пречи 


жимъ, что внутри этого круга находитея п точекъ а,, а,, а, ...а,, 
въ которыхъ данная функція 
Г (=) дблается разрывною. 
Начертивъ около каждой 
изъ точекъ а, да»... круги 
съ весьма малыми радіусами 
и означивъ ихъ периметри со- 
отвътетвенными знаками (а,), 
х (а,), ит. д., мы будемъ 


ИМЪТЬ 


Черт. 6. 
У 


(р) (а, (а,) 
и) Гов=Г ово. 


Если теперь, вмЪсто функц / (2), возьмемъ функцію 
е Ес) 
т-а” 
гдв 2 означаетъ произвольную точку внутри круга (р), но не совпадаю- 
щую ни съ одной изъ точекъ а,, а,, ...; то, очевидно, чтобы получить 
уравнеше такое какъ (1), надо къ точкамъ а,, а,,... прибавить точку 
г, и слБдовательно будемъ им%ть 


(р) (а) (а,) 

а Јаја + ва 

Первый интегралъ во второй части уравненія (2), на основан фор- 
мулы (Г) предъидущаго параграфа, равенъ 2 71 /(2:): полетавляя и пере- 
нося члены, получимъ 


(р) (а) (а,) 
(3) 2те (а) = | 004 Ком (родах 


Бы“ | км Е — 


Первый интегралъ еъ правой стороны уравненя (3) можетъ быть 
прелетавленъ слфдующимъ образомъ: 
Ка 
(4) | 1) 
‚в НЕ (2 — а) 
но такъ какъ точка 2 находится внутри круга (р), то, очевидно, 


той (х — а) < той (= — а), 


уумлу.гст.ога.р! 


Фа 


и потому дробь 

ПЕНИИ. РАВ 

5 —а-— (2 — а) 
можетъ быть разложена въ рядъ еходящійся, по восходящимъ степенямъ 
(х — а). Сд%лавъ это на самомъ дЪлф, вмбсто интеграла (4) мы полу- 
чимъ слфдующ еходащійся рядъ: 


(р) (р) (р) 
К2)42 (= — [(=) аз — а)? [(5) 4: 


5— а (3—а)* ЗЕ. (2 (2—а)? 
(245 
ще (2 т а) и ~ К, 


котораго дополнительный членъ Ж, будетъ 
К. = и (2 — а" + 242. 
(2 — а)" +1 (= — а) 2) 
Примемъ теперь во вниманіе второй интегралъ съ правой стороны 
уравнения (3); онъ можетъ быть представленъ такимъ образомъ: 
(а,) 
Ѓ2)а= 4 
гт-а- (0 — а) 


но такъ какъ въ предълахъ интеграла той (2 — а) > шой (= —а,), 
то, слЪдовательно , 


ме ар 1 Брава _ е7 А 
Рае) нна, Ёар урона, Хаа)" (2—а,){2—5) 
и 
(а,) (а,) (а,) Ф 
х)4= 1 1 
РЕ = ана | ва — (19) (3 —а,)43 —...... 


(а,) 
- пар | МОН ) (= — а)" ' 42 — К, 
гдЪ дополнительный членъ К’, ряда, составляющаго правую сторону, 


опредфляетея формулой 
(а,) 


(2—а Мм-а,) [()05 е і (92, 
(г-а )Ч(е-з Пэ, 


уумуму.гст.ога.р! 


— № 


и, очевидно, въ предфлф при п == се обращается въ нуль. Поступая по- 
добнымъ образомъ еъ прочими интегралами уравнения (3) и подетавляя 
вмъсто каждаго изъ нихъ получаемый рядъ, мы находимъ 


| [(&)=А-НА, (х—а)+А,(х—а)*-+...-- А, (х— а)" В, 


221 ЕИЗ... Еее. ОРВИ 7 
1—8, (г-а.)" (г-а,)" и 
(1) С, б С 
+ ъв пр е ДЕ Барнет. ДА 
теа она Оа стар Ае 


причемъ 


А ИГ ии 1 да.) 
А, ЕЕЕ А ка Дре В, == на | [(=) (= — а) '2, В 


27, (2—а)+' ті 
иа (ВО. = іт (А',) 
Каждый изъ рядовъ, составляющихъ вторую часть уравнения (1), есть 


сходящйея, и дополнительные ихъ члены опредъляютея по елъдующимъ 
формуламъ: 


МАНЕУ м 


по 


(р) 
1 (2 —а)"+' [(2)а5 
9% | (5а +1 (5—2) 


(5) | наи 
в 9 (2—а,)" [)4= 


"— тд (2 —а,)Ча—2)' 


В,—= 


Уравнене (1) даетъ намъ общий авалитическш видъ всякой однознач- 
ной функщи для веъхъ значеній независимой перембнной, содержащихся 
внутри произвольнаго круга (р). 

2. Что касается до членовъ дополните№ныхъ, опредъляемыхъ урав- 
неніями (5), то мы можемъ вычислить высшіе предфлы ихъ модулей, по 
способу указанному Коши“. 

Принявъ во вниманіе первое изъ уравненй (5), мы положимъ 

х == а-н те; 
тогда получимъ 


в оваа Савана, 


п пт" (2 — г) 
0 


* Незише Фоп тетоіге ѕиг 1а тёсапідпе сб 1ез!е еі зиг ип поптеап са с ар- 
рев сас 4ез пшйев. Ехегсісеѕ Апа]. её де Рһуѕідце Май. Т П, р. 41. 


улуму.гст.огд.р! 


13 — 
- Полагая теперь 
той (2 — а) =& 
и означая чрезъ М самый большой модуль, который получаетъ функція 
Ге) 


26—21 


на периметр (р), изъ уравненія (6) получаемъ, 


Еи М ҹ 


т" 


(П) од В, < 


Можно еще иначе вычислить высшій предфль модуля К,, именно, 


слъдующимъ образомъ : 


п? 


Уравнеше (6) предетавимъ такъ: 


(х—а)" +1 в (2)е—"0* 40. 
дял" т-а-ш-а) 


НЕ = 


Отеюда, разлагая множитель 
1 
5 —а — (2 — а) 

подъинтегральной функцій въ рядъ по восходящимъ етепенямъ х — а, 
мы полузаемъ 

зп 

(2 БеЗ, ај" +! 7 гига 7) (г-а е"! 

вом рез: РОИ е л. АИ 

0 


пт" (= — а)? 


В, = == (2 — фара, Дет бана) Пакт" Пее два... 


(2—а)* --а)! 


Означая найбольшій модуль, который получаетъ функція / (=) на 
окружноети (р), чрезъ №, будемъ имЪть 


той (2 — а)" лаа <2т зада М, 


5-а т 

е. о - ` у 

луне (Ге ест в гне 
той (х — а) И, 
0 
слфдовательно, 
| еи. +3 
по А, еи ВН Чи. м, 


уумуму.гст.ога.р! 


ЗЕ. аз 


или, окончательно, 


(ш) ` той В, < 


и! м 
та (р — В К 

е Показавъ, какимъ образомъ вычисляется высший предълъ ДОПОЛНИ - 
тельнаго члена ВК, не трудно тБмъ же самымъ премомъ воспользоваться, 
чтобы вычислить выеше предълы модулей остальныхъ дополнительныхъ 


членовъ В’, В"',, ит. д. 


Возьмемъ, напримфръ, формулу 


(а,) 
(7) р 1 (5 —а,)" [(=) 43 . 


п 95 | (2 а)" (2—2 


Окружность (а ,), на которую раепространенъ интегралъ съ правой 
стороны, предполагалась до сихъ поръ безконечно малою, но очевидно, 
что, не перембняя значешя интеграла (7), можно увеличивать радусъ 
круга (а,) до тъхъ поръ, пока окружность его не коснется одной изъ 
точекъ а,, а,, . .. . а,, 2. Означимъ радусъ круга (а,) чрезъ г, и 
представимъ уравнене (7) подъ видомъ 

Да.) 
Да 1 1 м: 


х—а, — (#—а,) 


или, полагая 


в: ра 1 у ебі Р(х) 49 
Р 27 (2 — а,)" 2 — а, — (2—4) 
у 0 
Такъ какъ въ предблахъ интеграла мы имбемъ 
шой. (2-- 4) < шо4 (2 — а,), 
то сл Ъдователъно 


1 1 г-а, (2 — а,)* 


ЕЕЕ Е Давай. И даа 
х—а.— (:3—а.) т--а, (г-а,) (х —а,} . 


| , той АВ Ман 1 аЙ 
(8) В =“ [== е о-в * | (=) (=— а.) 49 
о ый 


1 + | 
аа К (= —а,)* 99 +... в: 
7о 


уумуму.гст.ога.р! 


по < еч 


Полагая теперь 
той (х — а,) =&, 


и означая чрезъ №, найбольший модуль функции / (=) на окружности (а,), 
мы найдемъ, что 


зт 
1 


п: 1 
той ее је " (<) 49 < 2п Ета №, 


1 я 0 
той еі Е (2—а,) [(2) 49 < 2т №, 
„ши 


Принимая въ РЕ: эти неравенства, изъ (8) получаемъ 


И: 0 п? 


той В’ „< (та Е; да В т .)м,, 


или, окончательно, 


пяна 


(ІУ) шой ри Л, 


ста 


Такъ какъ въ формулахъ (Ш) и (ІҮ) величины г и г, могутъ быть 
произвольно увеличиваемы или умёньшаемы между извъетными предблами, 
то очевидно, что на практик нужно брать такія значенія для ги х,, при 
которыхъ вторыя части неравенствъ (Ш) и (ТУ) будутъ тіпітит. 

Изъ уравненія (1) вытекаетъ, непосредственно, много замбчатель- 
ныхъ ел®детвій, на которыя постараемся указать въ слфдующемъ па- 


раграф?. 
$ 5, СлЪдетвія, вытекающія изъ Формулы (Г) предъидущаго параграфа. 


1. Если въ точкъ 2 функція / (х) остаетея конечною, то означивъ 
чрезъ (р) окружность круга начерченнаго изъ точки =, радіусомъ мень- 
шимъ чъмъ разстояте точки 2 отъ ближайшей изъ точекъ разрыва функ- 
ци /(5), для значеній =, содержащихся внутри круга (р), мы будемъ имБть 


(1) [(2) =4, -+ 4, (5—2) + 4, (5—2) -...... А 
ГД 


А 


(р) 
1 го. 
9 ті, (0—20) 


уумуму.гст.огд.р! 


а 


Принимая въ соображене формулу (Ш) $ З, мы вилимъ, что 


Е 


и елфдовательно, уравнеше (1) можетъ быть представлено такъ: 
, ЧАР. 5 — 50 и (5—5) А 
Г (5) == (5) 3 р мо АД о 
Это — извъстная формула Тайлора: она, какъ было сказано, имђетъ 
мето для всъхъ значенй перембнной =, заключающихся внутри круга (р). 


2. Если въ точкЪ =, функція / (=) обращается въ <>, то для значе- 
ній = достаточно близкихъ къ =, будемъ имъть 
: А, А А; 
= —— 4-4 5. 
С А г о 


+ В, + В, (2 — 2,) + В, (2 — 2)! +. г... 


Это уравненіе имфетъ мЪсто. для веъхъ значеній перембнной =, содер- 
жащихея внутри круга, начерченнаго изъ точки =, радіусомъ меньшимъ 
чъмъ разетояне 2, отъ ближайшей изъ прочихъ точекъ разрыва функцій 
Г (=). 

3. Если функція / (=) ни въ одной изъ конечныхъ точекъ на плос- 
кости координатъ, не обращается въ <>. то, на основани уравненія (1), 
для всякаго значенія перембнной =, мы будемъ имъть 
А Ү у 9 п 
(х) зА +4, ($ —3,) 4,02 —2,)°--...... НА ($ —3,)"-..... 

Такая функція называется цљлою. 

д. Если въ точкв =, функція / (2) обращается въ нуль, то тогда въ 
формулв (1) будемъ имфть 

А, -- 0: 

Можетъ случитьея, что и поелъдующе козфищентъ А,, 4,,.... 
„ будутъ равнятьея нулю; но непремфнно долженъ ветрътитьея козфищентъ 
не равный нулю, ибо иначе функція / (=) для всбхъ значеній перемън- 
ной х была бы равна нулю, чего мы не предполагаемъ. — Пусть А, бу- 
детъ первый изъ коэфиціентовъ у 


не равный нулю; тогда функція / (2), вблизи точки 2 будеть имъть 
слБдующШ видъ: 
(2) [(=) = (2—2,)" Ф (=), 


уумуму.гст.ога.р! 


ВАР деи 


гдЪ © (2) озпачаетъ нъкоторую функцію, остающуюся въ точкъ 2 ко- 
нечною, но не равною нулю. 

Цвлое и положительное число п называютъ числомъ нулей функ- 
ци | (х) въ точк 2,0. 

5. Если въ точкъ 2 ==, функція / (2) равняется <> и не приня- 
маетъ другаго конечнаго значенія, то, на основани только что сказан- 
наго, для значенш = близкихъ къ 24, мы будемъ имЪть 


1 па 
(3) то = (2—50) ® (3), 
гдБ п — число цБлое и положительное, а Ф (=) — нЪкоторая функція, 


остающаяся въ точкъ =, конечною и не равною нулю. Но изъ ав- 
0 


ненія (3) мы получаемъ 
зА Д 
Г (=) = (3—3) 5” 


или, полагая 
1 
в == Ф (5), 


(4) Г (=) == (2—21) "4 (2), | 
гдв ф (=) есть нъкоторая функція, получающая въ точкЪ 2—2, значеніе 
не равное нулю и конечное. 

Уравнеше (4) даетъ намъ общій видъ функцій / (=) вблизи точки, 
въ которой / (х) обращается въ со, не нринимая приэтомъ другаго ко- 
нечнаго значения. | 

Целое число п называется порядкомъ безконечности функщи / (<), 
или, какъ вообще говорятъ, это есть число безконечностей функц / (=) 
ВЪ ТОЧКЪ 24. 

Изъ сказаннаго въ двухъ послФднихь номерахъ ясно видно, что 
если данная функція / (х) въ нЪкоторой точкъ =, обращается въ со без- 
конечнаго порядка, то непрембнно въ этой же точкЪ функція / (5) должна 
принимать всевозможныя значеня. Дъйствительно, между различными 
значенями | (2) будетъ непремфнно находиться нуль, ибо, въ противномъ 
случав, функшя 

1 


| Г (2) 
была бы въ разсматриваемой точкъ конечною и не разрывною, что проти- 
ворфчитъ предположению; но отсюца слфдуетъ, что и всякое другое зна- 
ченіе должно здъсь находиться, ибо функція | 

[ (2) — Сопѕі. 


уумуму.гст.ога.р! 


МО > Она 
обращаясь въ разсматриваемой точкЪ въ <> безконечнаго порядка, обра- 
щается непрем%нно въ той же точкБ въ нуль. 

Обратно, если въ нъкоторой точкъ =, данная функція принимаетъ 
два значенія — конечное и безконечное, то порядокъ безконечности бу- 
детъ безконечно большимъ и функція принимаетъ въ точк$ 2, всевоз- 
можныя значеня. 

6. Если дано значеніе однозначной функщи | (=) и веъхъ ея произ- 
воднъхъ въ точкъ 24, то, помощью формулы Тайлора, можно найти 
значеше функщи / (=) для какой угодно точки с. 

Дъйствительно, положивъ, что искомая функція / (х) обращается 
въ с въ точкахъ а,, а,, а.,..., Начертимъ около точки =, кругъ, 
котораго радусъ меньше чъмъ разетояніе точки =, отъ ближайшей изъ 


точекъ а,, а,, @а,,..... 


Для всякой точки, лежащей внутри этого круга, будемъ имфть 


(5) Гв) в) Га) А (а)... 


слфдовательно, функція / (5), внутри начерченнаго круга, вмъетв съ ея 
производными, вполнЪ опредфлена. 


Начертимъ теперь другой кругъ, не содержащий внутри себя ни одной 
изъ точекъ а, а,, а, . . . И имБющШ центръ гдз нибудь внутри круга 
предъидущаго, но такъ, чтобы часть его находилась внЪ перваго круга. 
Такъ какъ значенія функщи / (2) и ея производныхъ, для центра 
втораго круга, могутъ быть вычислены изъ уравнения (5), то означивъ 
этотъ новый центръ чрезъ 2, мы будемъ имфть, для вефхъ точекъ, ле- 


жащихъ внутри втораго круга, такое равенство: 
Геза Па) (6—60) Га) + Ааа 


слЪдовательно, функція /(з) вмъетЬ съ ея производными въ новомъ про- 
странств® будутъ вполнЪ опредълены. 


В (=. Нин 


Проводя подобнымъ образомъ рядъ круговъ различныхъ радусовъ во 
всЪ стороны, мы будемъ опредълять значеня функціи / (х) все дальше 
и дальше, пока наконецъ не дойдемъ до такого мБста, на которомъ по- 
желаемъ остановиться. 

Изъ сказаннаго нами видно, что если даны значенія однозначной функ- 
ци / (2) внутри вЪкоторой произвольно малой площади или на нЪкоторой 


уумуму.гст.ога.р! 


произвольно малой лини, то можно вычислить значеня той же функцій 
для какой угодно точки; ибо тогда будемъ имЪть такую точку, для которой 
значеніе / (2) и веъхъ производныхъ отъ / (=) будуть опредфлены. 

Наконецъ замфтимъ, что однозначная функція не можетъ, ни на про- 
долженш произвольно малой линш, ни внутри произвольно малой площади 
равняться постоянной величин% ; ибо тогда, для веъхъ точекъ такой ли- 
ви или площади, производныя 

меди РИ 

были бы равны нулю, и слЪдовательно, функція / (х), внутри каждаго 
изъ круговъ, проводимыхъ по вышеуказанному способу, равнялась бы од- 
ной и той же постоянной величинъ: но это невозможно, если функція 
[ (2) не есть величина постоянная. 


$ 6. Видъ однозначной Функцін, при безконечно большомъ значенін 
независимой перембнной, 


1. Тутъ могутъ встрБтиться два случая: или разсматриваемая функ- 
ція | (5) Въ ТОЧЕЪ $ — г» остаетея конечною, или же — обращается 
ВЪ се. І 

Въ первомъ случа, функція ) Г ( =.) въ точкъ нуль остается конеч- 


ною, и потому, на основани сказаннаго въ предъидущемъ параграф, для 
достаточно малыхъ значенй и, булемъ имЪть 


С) ва наи? +. ИИ Е ае, 


6.1 
Подставляя въ зтомъ уравненш = вмЪсто м, мы получимъ 


(у Р А46 в рода 


пя. 


` 


Это уравнене даетъ намъ ридъ функци /(2) для достаточно большихъ 
значенй перембнной =, въ томъ предположени, что / (ге) == конечной 
величин%. 

РГУ 36. 
Н за — ) въ точкъЪ 

Во второмъ случаЪ, когда | (=) <>, функція / Ө, 


нуль обращается въ <>, и потому для достаточно малыхъ значеній и, бу- 
демъ имЪть 


а же 


и? 


+ С + Си+ С, к 


улууу.гст.ога.р! 


г 


Подставляя въ этомъ уравненш = вмъето А, мы получимъ уравненіе | 

(2) Газ) = + В, 2-4 В, 2 -.... + В, 2" 
которое даетъ намъ общій видъ функцій / (2) для достаточно большихъ 
значени =, въ томъ предположенш, что / (ге) = е». 

Въ уравненіп (2) цБлое число п можетъ быть конечное или безко- 
нечно большое, Въ первомъ случав функція Ѓ (5) въ точкЪ со обращается въ 
со п-го порядка, или, что все равно, обращаетея п разъ въ с»; во вто- 
ромъ елучаЪ, функція / (2), въ точкъ со, обращается въ безконечность 
безконечнаго порядка и, кром? того, въ этой же точкъ принимаетъ всевоз- 
можныя значенія. 

Если въ уравненш (1) случится, что 

А, = ез оед е и 1-- 0, 
то тогда функція / (=) обращается въ точкБ со въ нуль п-го порядка 
или, все тоже, обращается п разъ въ нуль. 

Не трудно также замЪтить, что если А означаетъ радіусъ круга на- 
черченнаго изъ начала координатъ, внЪ котораго данная функція Ка) 
остаетея конечною и однозначною, причемъ точка 2 = го можетъ состав- 
лять иеключеніе; то уравненіе (1) или (2) имфетъ мфето для веъхъ то- 
чекъ =, удовлетворяющихъ условію 


той 2 > В, 


$ 7, Случаи, когда олиночная Функція бываетъ раціональною, 


1. ПоелЪ того что было сказано въ предъидущихъ параграфахъ, не 
трудно доказать елфдующия двъ теоремы, выражающія собою условія, 
чтобы данная одиночная функція была раціональною. 

Теорема 1. Если одиночная функція / (=) ни для однаго значенія 
перем%нной 2 не обращается въ <>, но въ точкв 5 — с» обращаетея въ 
оо конечнаго п-го порядка (т чиело цълое), то / (х) есть цълая раціо- 
нальная функція п-ой степени. 

Действительно, такъ какъ, на оенованш нашего предположенія, для 
доетаточно большихъ значенй перемънной = мы будемъ им®ть [См. $ 6. 
фор. (2)]. 


Аз) == Ва + В. -+........ В," ба), 


улуму.гст.огад.р! 


НИ 


гдЪ & (2) есть нъкоторая функція, остающаяся конечною въ точкЪ се, то 
полагая, при всъхъ значеніяхъ независимой перемнной =, 

(1) [(=) — В,= — В,22—...... Ват" = ёз), 
функція Фо (=) будетъ одиночная, не обращающаяся въ <> ни для какого 
значенія перемфнной =, и слБдовательно будетъ равна вЪкоторой постоян- 
ной величин® В, которую внеся вмбсто ё (2) въ уравнеше (1), полу- 
чимъ 


[ (=) = В, + Ва + В,22--.. .. .- В”. Ч.Т. д. 

Георема 2. Если данная одиночная функція | (х) обращается въ ге 
конечное число разъ, то она есть фунащя раціональная. 

Пуеть бо бок. Васа 
суть тъ точки, въ которыхъ [ (=) обращается въ <> порядковъ: 

ГК БАТ и Ч; 
При весьма большихъ значеніяхъ перемЪнной =, мы будемъ имЪть 
Г (5) = Аз -н А... А24 (5), 

причемъ 6 (<>) равняется величин конечной. 

Полагая теперь, при какомъ угодно =, 

(2) [ (2) — Аз — А2 —. . — А = 6 (=), 
то функція Ф (=) будетъ обращатьея въ точкахъ а,, а,, а, ВЪ се поряд- 
ковъ р, р.....р,; во веъхъ другихъ точкахъ она будетъ оставатьея 


конечною, и потому, принимая въ еоображеніе формулу (1) $ 4, мы бу- 
демъ имЪть 


(3) 5 (=) Гуча трак ВЫ 2 а,)р, 
С; С, Ср, 
ка г-а (1-а, на И ва» 
а-г, он М 
К, К, Кра ти 
Вр тестови е э а ауе" Е 


Внеся это выражене на м$сто функщи Ф (=) въ уравнене (2); мы 
получимъ выражеше / (2) въ видБ раціональной функщи. ч. т. д. 

Если, въ ТочКЪ 5 = со, функція / (2) ве обращаетея въ <>, то въ 
уравненіи (2) надо положить 


Е Е, сета: 


уумуму.гст.ога.р! 


а = 
велъдетвіе того 
[ (2) = (2), 
и вторая часть уравненія (3) дастъ намъ выраженіе функціи / (=). 


$ 8. Выводъ Формулы, опредъляюшей разность числа нулей и числа 
безконечностей данной Функции 7 (2) внутри нЪкоторой площади, 


1. Положимъ, что функція / (2) въ точкв 2, обращается въ нуль 
п-го порядка. На основани уравненя (2) $ 5, для точекъ близкихъ къ 
2, будемъ имъть 


(1) Г (5) = (5 — 2,)" © (2), 
причемъ Ф (2) не равняется ни нулю, ни =>. 
Дифферевцируя 065 стороны уравненя (1), получимъ 
(2) Г (5)2--"(5- 2)" Ф (5) + (2 — 2) "0 (2); 


отеюда, дЪля уравнеше (2) на (1), 


(3) ПО. _ 87.4. 930 


--- ——9 
Ѓ(2) 2 — 20 ё (5) 
гдБ ф" (2), означая производную отъ Ф (=), остается въ точкћ 1 Конеч- 


9! (3) 


ною, и слъдовательно функція —— въ точкъ 2 = =, остается конечною. 


» (5) 
Если бы функція / (2) въ точкъ х, обращалась въ со п-го порядка, 
- то подобнымъ образомъ, мы получили бы 


[ (2) 2 — 5, 0) 


(4) Г. 2. т ТРЕ 5' (2), 


&' (2) 
9 (5) 


причемъ частное въ точкБ нуль получаетъ конечное значене. 


Уравненія (3) и (4) показываютъ, что если функція / (=) обра- 
щаетса въ нЪкоторой точкъ =, въ нуль или безконечность конечнаго п-го 
порядка, то функція 

: [' (5) 

Го) 
въ той. же точкъ обращается всегда въ <> перваго порядка. 


2. Проведемъ около точки х, сомкнутую кризую такъ малую, чтобы 
внутри ея не находилась, кромф 2,, ни одна изъ точекъ, обращающихъ 
Г (2) въ О или въ се; назовемъ эту кривую чрезъ (р) и примемъ во 
вниманіе интегралъ 


уумуми.гст.ога.р! 


-- Е. 


г (Бр 45 1 тА Ко) 
=), 


который, смотря по тому, будетъ ли имфть м%ето уравненіе (3) или урав- 
неніе (4), выразится слъдующимъ образомъ : 
(р) (Р) (р) 


5 Ре) И ин ДЕ ё! (2) 
(5) та: а -- 1 ве Че 
Такъ какъ 
1р) У 
5 
| Бы => 2 ті, 
и кром% того, Ета въ точкв 0 получаетъ конечное значеніе, то, 
КР) 
(5 
[5 @ (5) 44 = 0; 
слфдовательно, вмвето уравненія (5), мы имфемъ 
(р) 
Р ота. 
| ф--1-2пп:, 
откуда 
(р) 
(1) ВЕ п. ғ а/а. 


Формулу эту мы вывели въ томъ предположени, что внутри сомкну- 
той кривой р находится только одна точка, обращающая функцію / (2) · 
въ 0 или =. 

Допустивъ теперь, что внутри сомкнутой кривой (р) находятся точки 


е, 


въ которыхъ | (х) обращаетея въ нуль порядковъ 


р, Ро“ Ра: 
И точки 


Въ 0р та МО 
въ которыхъ | (2) обращаетея въ со порядковъ 

Фа: 95, · + · до? 
проведемъ около каждой изъ точекъ а,, а,,..,0,,6., .. безконечно 


малыя сомкнутыя кривыя а), (а.),... (0,), (65), + + и примемъ 
во внимане равенство 


т? 


уумуму.гст.ога.р! 


(5,) (04) 
ра Г (2) 
101 7) 4х +| КЕ) да + 


Каждый изъ интетраловъ, составляющихъ вторую часть этого равен- 
ства (6) можетъ быть опредъленъ помощью формулы (1). На самомъ дБлв, 
мы имБемъ : 

(а) (0) 
[79 да--2пр, | го а5 == — 2т{ 0; 


Г (2). ша 
подставляя эти значеня въ уравнене (6), получимъ 


Р (5) 
Ѓ(2) 


ИЛИ 


(П) (р-р, +р;+...) — (9,4993...) = зі ја юг [(=). 


фа —2 та (р ра ра +...) —2т: (9.9. 4... .), 


И такъ, мы видимъ, что значеше интеграла 


та 4 юс /(з), 


взятаго по всему краю нъкоторой площади, будетъ всегда цълое число, 
выражающее собою разность между числомъ нулей и числомъ безконеч- 
ностей функщи / (2), содержащихся внутри той же площади. 


Теорія интегральныхъ вычетовъ. 
$9. ОпредБлене интегральпъкъ вычетовъ, 


1. Коши назвать интегральнымь вычетомь функщи / (2) въ 
точкъ 2, значеше интеграла 


р 
на, (2) 42, 
взятаго по безконечно малой сомкнутой кривой, окружающей точку 2, въ 


положительномъ направлени относительно безконечно малой площади, со- 
держащей точку 20. 


уумум.гст.ога.р! 


Очевидно, что если функція | (2) въ точкъ =, не обращаетея въ се, 
то ея интегральный вычетъ въ точк® =, равняется нулю. 

Допустимъ теперь, что функція / (5) въ точкћ =, обращается въ се; 
тогда для точекъ = близкихъ къ =, будемъ имБть 


А, А, 
(1) Тв 


— о (5), 


-:... 


гдв Ф (=) означаетъ функцію конечную въ точкъ 24. 


Назътвая окружноеть безконечно малаго круга, начерченнаго изъ точ- 
ки 2, радіусомъ равнымъ ”, чрезъ (р), и интегрируя объ стороны урав- 
ненія (1), мы мр 


Но полагая 
ее 9 
$ — 500-76", 


мы находимъ 
(р) 


2 к : 
| == Цао == и, 


(2) 4% зп 
| пр ра | е" 40 — | №: 


(2 — 20)" 
0 


Р) 
Г (2) да 


равняется нулю, ибо ё (2) есть величина ‘конечная. Подставляя полу- 
ченныя значеня въ уравнене (2), получимъ 


(р) 
[ (2) 42— А,. 


кром% того, интегралъ 
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Зто уравненіе показываетъ намъ, что интегральный вычетъ какой 
нибудь функци / (2) относительно точки =, равняется козфищенту при 


1 
5—50 


уумлу.гст.ога.р! 


Их с 


въ разложени функци / (=) по восходящимъ и нисходящимъ степенямъ 
(2 — г); и поэтому, можно еще опредфлить интегральный вычетъ, какъ 


: 1 Я ? Е 
козфищентъ при = въ разложении данной функщи по цълымъ сте- 


пенямъ (2 — 5,}. 


+. 


Всякая теорема, относящаяся къ интегральнымъ вычетамъ, можетъ 
быть доказана двумя путями, смотря по тому, какое мы примемъ опред%- 
леніе для интегральнаго вычета; но вообще первое опредъленіе болъе 
предпочтительно. 


Для удобства въ въчислени, мы будемъ изсбражать интегральный 
въчетъ функци / (5) въ точке =, поередетвомъ символа 


р [ (2) или и [ (2); 


(2=2,) (50) 


если же придетея взять сумму нЪсколькихъ интегральныхъ вычетовъ од- 
ной и той же функци относительно различныхь точекъ, то мы будемъ 
изображать эту сумму такимъ образомъ: 


д Г (=) или Сг. 


(е бо, Вр бы) (Ибис) 


Паконепъ, мы согласимея изображать чрезъ 


СГ (=) ((е(#))) 


сумму вебхъ интегральныхъ вычетовъ функщи / (2) Ф (2), относящихся 
къ точкамъ, обращающимъ функцію $ (х) въ со, а чрезъ 


С.) пт (а) 


сумму интегральныхъ вычетовъ функці / (х), относящихся ко вефмъ 
конечпымъ точкамъ, обращающимъ / (2) въ с». 


2. Опредфлеше интегральнаго вычета не трудно распространить и на 
точку 5 == со». Для этого, мы условимея сперва смотрЪть на координат- 
ную плоскость, какъ на поверхность сферы съ безконечно большимъ ра- 
діусомъ. Въ этомъ предположении точка = == <> будетъ ничто иное, 
какъ персеъчевіе сеи 2 съ осью у, ліаметрально противоположное точк® 
2 — 0. Кели теперь вообразимъ себ, что около точки 2 = го мы 
провели сомкнутую кривую, не содержащую внутри себя ни одной изъ 


уумуму.гс.ога.р! 


„ у 


с 


конечныхъ точекъ, обращающихъ данную функцію / (2) въ се, то ин- 
тегралъ 


(9) зы [Г е, 
взятый по этой кривой въ положительномъ направлени относительно точ- 


КИ 5 — со, будетъ интегральнымъ вычетомъ функщи / (5\ относителъ- 
НО ТОЧКИ 5 = со. 


Сомкнутая кривая, которую мы провели около точки 5 == ге, раз- 
дБляетъ всю поверхность координатной сферы на дв® отдъльныя части. 
Первая изъ нихъ, которую означимъ чрезъ А, содержитъ точку 5 == < 
и ни одной изъ конечныхъ точекъ, обращающихъ функцію / (2) въ се; 
вторая часть, которую означимъ чрезъ В, содержитъ точку 2 = 0 и всЪ 
конечныя точки, обращающія функцію / (2) въ <>. 06Ъ эти части имћ- 
ютъ общ край, и значеніе интеграла (3), взятаго по краю поверхности 
А въ положительномъ направленіи относительно А, равняется значению 
того же интеграла (3), взятаго по краю поверхноети В въ положительномъ 
направлен относительно В, но со знакомъ перемъненнымъ на противо- 
положный. Сл довательно, если примемъ въ соображеше, что интегралъ 
(3), взятый по краю поверхности В, равняется суммЪ интегральныхъ вы- 
четовъ, относящихся ко веъмъ конечнымъ точкамъ , обращающимъ функцію 
| (=) въ ее, то мы приходимъ къ тому заключешю, что интегральный 
вычетъ функщи | (х) относительно точки = == со, равняется суммЪ ин- 
тегральныхъ вычетовъ функцій / (х), относящихся ко вебмъ конечнымъ 
точкамъ, обращающимъ ] (х) въ <>, взятой съ противоположнымъ звакомъ, 
т. е., по принятому нами зпакоположенію, 


В Зло РА 
(4) с). 
Е 1—5) 
Положимъ теперь, что, при достаточно большихъ значеніяхъ незави- 
симой перембнной 06 имфетъ мето уравненіе 


(5) Р (8), = 4 и воне 


5 23 
+ В + Въ + Вг? Е, 
Умножая 066 части этого уравненія на 4= и ивтегрируя по окруж- 


ности круга, начерченнаго изъ начала коордиватъ безконечно большимъ 
радусомъ В, въ положительномъ направлевіи, мы получимь 


ммуму.гст.ога.р! 


А 


р^ 


Го аз 2 ааа, а. А 


Но 


следовательно, 


или, такъ какъ 


+ В, | 4 + В, |- 42 + В, | 2? а... 


5 


| - = 2 пе. 
Е с. 0, (>, 
[=а=0, (п 2 0); 


зет | дата 


п |0) = Се)" 


то, на основаніи уравненія (4), 


А, == (| (а). 
) 


(= 


Это уравненіе показываетъ намъ, что интегральный вычетъ функщи 


я 1 
Г (=) относительно точки х == с», равняется козфищенту при — въ 
разложеши функцій / (5) въ рядъ вида (5), при безконечно большихъ 
значеніяхъ перемфнной =, взятому съ противоположнымъ знакомъ. 


$ 10. Основныя теоремы, относящяся къ теорій интегральныхъ 


въчетовъ, 


Основываясь ва вышеизложенномъ опредфлени интегральныхъ выче- 
товъ, не трудно вывести рядъ слёдующихъ основныхъ теоремъ. 

Теорема 1. Интегральный вычетъ суммы нЪфеколькихъ функцій рав- 
няется суммЪ интегральныхъ вычетовъ отъ каждой изъ слагаемыхъ функ- 


цій. Наприм%®ръ, 


я 


Г. [9 (=) + $ (=) + 0(2)| = С (2) - (а) +60). 


(2=а) 
Пли 


(2=а) (2=а) (2=а) 


& [9(=) + $(2) +-0(2)| = С (8) + (а) + (.0(з). 


_ (#=а,6,..) 


- 


< ! \ / 
я А 
С 


(2=а,6,..) (2=а,6.) (=а,5..) 


млм. гс ога. р! 


— 29 — 


Теорема 2. Можно постоянный множитель вывести за знакъ Ё, 
не перембняя значенія интегральнаго вычета, т. е. 


С аз(х) ста © (=), 
(з-- 0, с,..) (2==6, с..) 
если а означаетъ чиело произвольное. 


Теорема З. Если функція ф (2, 2) обращается въ со въ ТОЧКЪ г 


= —3,, а 2; Не зависитъ отъ 2, то + о, Ая 
+ (Е норе] 
а де(<, х) ЕА е Е 
з 96 Фа” А РИ 
=> $=% с Фиг," - і | 
(2=2,) ( о) ти Е ст | 
И 1 1 
+ я у 
ФФ (5, 2) 4х = Г. | е2, г) дг. АД. Ж «1 
(==) (2=52,) Мау Э. 


Я 
Теорома 4. Если функція $ (2, х) — однозначная относительно 
оббихъ перемфнныхъ 2 и =, и въ двухъ постоянныхъ точкахъ х == а и 7 01 41 

2 —6 обращаетея въ <>, и, кромЪ того, если для произвольныхъ значе- ^ 
ній 2 и = достаточно близкихъ къ точкамъ а и 6, функція ф (2, х) (оо 
остается конечною, то у 


бт = фев) 


(д=а) (2=0) (5=6) (г-та) 


/ , 
> ГР ФР 


Теорема 5. Если |" (х) означаетъ производную отъ однозначной 
функцій / (2), то во вевхъ точкахъ 24, 5,, 5,,... 2,, . ., Обращаю- 


1 


щихъ /(2) въ <>, имфетъ мБсто равенство С ба 
ты р/в) = 0. = +, 
(&=2)) г. 
Дуйствительно, мы знаемъ, что интегральный въчетъ функщи /(2) > – . С, ) 


: 1 
относительно точки х — 2,, равняется коэфищенту при = —= въ разло- 


жени функцій /' (х) по степенямъ 2 — =,; но такъ какъ функція /(2) 


с 
— однозначная, то, вблизи точки =,, мы имфемъ уравненіе <, 6 
А, А 
= ——1— 4+ 8, . на (=); 
Де) С атг рау ае а @ (2); 


отеюда, дифференцируя 065 чаети, получаемъ 


ммулу.гст.ога.р! 


дула А, ЗА, 
(1) Пи оре гумата зибо годе, 
9’ (2), 


>! . 
гдв Фо (=) означаетъ функцію, остающуюся конечною вблизи точки 2,. то 
уравненіе (1) показываетъ намъ, что въ разложени функщи /” (2) по 
степенямъ (2 — 2) нБтъ члена вида 


слЪдователъно 


Теорема 6. Если | (=) и Ф (х) изображаютъ дв однозначныя 
функци , и произведене / (2) Ф (х) обращается въ точкЪ 2 2 въ без- 
конечность, то 


СГ) р (=) = — СГ (5) 9 (9). 
(2=2,) (2=52, 
Дъйствительно, на основани предъидущей теоремы, мы имфемъ 
а [ (2) $ (2) д, 
б 45 = 0; 
(5--1,) 
отсюда 
С 1 (=) (а) + (а Ф (а) =0, 
(2=5,) 
или, принимая во вниманіе теорему 1-ую, 
СГ 0) 9 (=) 06) е (2) =0. 
(5= г) (5=5) 
Теорема 7. Если | (г) изображаетъ какую нибудь однозначную 


функцію, то для веъхъ значеній х, не обращающихъ / (2) въ <>, 
имъетъ мето формула 


А За Ди“, 
Әта формула тождественна съ формулой (1) $ З. 
Впрочемъ, ее можно легко вывести, основываясь на второмъ опредъ- 


лени интегральнаго вычета. Дъйствительно, по формуле Тайлора, для 
значеній = близкихъ къ х, мы имбемъ 


(2) (в) = (а) 6-- (а) р а). 2. 


>> 


мллму.гсіп.ого.рі | #4 


. 


ВИ дози 


Для обЪ части этого уравненія на х — г, мы получаемъ 


Г (2) Ка) у те 1 
аеро 7. 


откуда ясно видно, что 


Г (2) 
(0) = таа 


Теорема 8. Если [ (х) означаетъ п-ую производную отъ однознач- 
ной функцій / (2), то, для вевхъ значеній перемфнной г, не обращаю- 
щихъ / (2) въ <>, имфетъ мето формула 


Га) 1.2031 оа еу ЕТ 


Эта формула пичемъ не разнитея отъ формулы (П) $ 3; но можно 
ее вывести непосредственно изъ уравненія (2), дъля обЪ его части на 


(=2— жүт" 


рой части будетъ 


1 1 
и замфчая, что, послЪ того, козфищентъ при = во вто- 


--а 


а (п) 
т. "|" (а). 
Теорема 9. Если однозначная функція / (х) въ точкв 2 = д, 0б- 
ращается въ се п-го порядка, то 


р; 4 м 1 [ 4°—* (з- 5)" | сече 
(2) = тэ.) аз” =, 
(2=2,) 
Дъйствительно, по нашему предположению, для точекъ 2 близкихъ 
КЪ 20, МЫ имБемъ 


Ао А, 
(3) (2) ар Неста =. 


п! #—%)) +. 
+ 
Умножая обв части этого уравненія ва (2—2), мы получаемъ 
(4) (2) (2—2) = А4, А, (2—2) + А, (2—2) +.... 
Вторая часть уравненія (4) представляетъ собою разложеніе функціи 
[ (=) (2— 1)" въ рядъ по степенямъ (5—5); слъдовательно, 


14" Го) (2—2) ]. 
А, = 23. ЖЗ 1) Пано ваи а | 2=1, 
Но изъ уравненія (3) видно, что 


на ДА (5); 


(=) 


уумуму.гст.ога.р! 


слфдовательно 
ао 1 Фе“ [2) (2 — 20)" 1. 
(5) СГ) рат [ 021—1 ] 2=2, 
(#=5.) 
Въ частномъ случав, когда п == 1, изъ формулы (5) получаемъ 
(6) Фо) = | га) 2], 


(2==5,) 


Вообще, изъ теоремы 9-ой слфдуетъ, что веякій разъ, когда функ- 
ція / (2) въ точкъ 2 = 2, обращается въ безконечность конечнаго по- 
рядка, интегральный вычеть функщи / (=) относительно точки 3 = 2 
получается посредетвомъ простаго дифференцированія. 


Теорема 10. Если однозначная функція /(2) въ точкъ 2 = 2 
обращается въ безконечность конечнаго или безконечнаго порядка, то 
дробная часть функщи | (х), соотвътствующая точк® 2 = 2, равняется 

е Ги) 


5--и 
(и=2,) 


Дробною частью | (5), еоотвътетвующею точкв 2 = 2, называется 
сумма веъхъ членовъ въ разложеніи функции / (2) по степенямъ (2—2), 
которые еодержатъ (2 — 2,) въ степени отрицательной. 

Положимъ, что для точекъ 2 близкихъ къ 2, мы имЪемъ равен- 
ство 


А А, 
[ (=) == р Не-а И А,-+ А, (2—2) +. Е 


Дробная часть функщи | (2), соотвътствующая точкъ 2 — 24, есть 
слъдующая: 


А, А, `^ Чи 
НОМ ИВО ДАМИ стон ЧЕ ей а Нас дас Мис 
сто)" ва нят АЕ а с ик. , 


но такъ какъ 


А, = те (м) (и — 20)", 


(и= :,) 


А, = б Ки) (и— а)“, 


(и==,) 


уумуму.гст.ога.р! 


— 33 — е 


А, = ФГ (и) (и— =)", 
(и г.) 


Е 6 МА а: ЛЕ О те. ага И 


то 
199 (и у ме 
120)" — и фан (2—2,)" 
(и=2,) 
РОМА ЕУ К 
(5—75 — с (= — 2,)%* 
(и=2,) 
Г(и) (и — 50)" 
(2 - 5 а о (2—2, ита , 
(и=2,) 

2—50 С, 2 — 50 
И (и-< 2.) а 
А, А, Каи вой, Ги о)" 

(2 — 50)" (2—5, ет. ЕЕ. — ау (2 — 20)" А ва 


и =) ва ЕС) | 


5—5, 


г | 


Сумма ве®хъ членовъ, содержащихся подъ знакомъ Г во второй чаети 
послЪдняго уравнешя, равняется 
Го [(и — 2о)"— (2—20)" 1, 


(2— 20)" (и — 5) 


подставляя, мы получаемъ 


А, А, А. р б) и--то)" ПО 
(2—2) Ре аа Ня о. в -- В (2—5,)" (и—5) кн М2 тц 
и, | (и=5о) 


Первый интегральный вычетъ во второй части послфдняго равенства“ 
равняется нулю. ибо функція подъ знакомъ С при и 2, не обращается 
ВЪ со; слЪдовательно, 


А, А А. == (м). , 
П) ви асите наноси 
(и- о 


что и требовалось доказать“. 
С К Е БЕ ТОЯ, 
* Тоже самое можно получить прямо изъ формулы (1) $-а 4-го, сличая ее съ ра- 


венствомъ (3) того-же $-а. 
5 


ммууу.гст.огд.р! № 


аи 


Равенство (7) имфетъ мЪето при какомъ угодно п, слЪдовательно 
и при п == со; тогда первая часть этого равенства (7) будетъ безконеч- 
нымъ рядомъ вида 


Яе: В С 
----- = -..... 5 
2—20 (2— 20)" (2 — 2,)? и 


На основаши только что доказанной теоремы, мы заключаемъ, что 
всякая функція /(2), обращающаяся въ точкъ = == х, ВЪ се, для зна- 
ченій = близкихъ къ =, выражается такимъ образомъ: 


Пе) = ет Г 9 + 6 © (=), 
(и- о) Ы 


гд Ф (х) изображаетъ функцію конечную въ точкв = — Е. 


Если функція | (=) обращается въ <> въ нфеколькихь точкахъ 


ке, Ва: 


то сумма дробныхъ частей функщши / (=), соотвътствующихъ зтимъ точ- 
камъ, равняется 
4 Го). 
я = 


(и--20,2 4.) 


Теорема 11. Если однозначная функція / (=) обращается въ точкЪ 


д-- 20 въ нуль п-го порядка или — въ со п-го порядка, то 


а 106 2) __ 1 
Дата 0 № 


=2,) 


и если ф (=) изображаетъ однозначную функцію, остающуюся конечною 
въ ТОЧКФ 2 == 24, Т0 


б 9 фа) = п ф (2). 


(2=2,) ! 


Первая часть этой теоремы вытекаеть непосредетвенно изъ формулы 
1) $ 8; вторая же часть можеть быть доказана на основанш того замбча- 
тя, что 


Ло і 
по [ (2 — 20) а ГА == “а 


улмуму.гст.ога.р! 


. ее 
Дъйствительно, принимая въ соображеше формулу (6) мы получаемъ 


11 "(=)( о 
т ат 3) ге ва. 5 а у $ (е) | == па). 


Теорема 12. Если одиночная функція / (х) обращается въ <> въ 
конечномъ числЪ точекъ, то сумма интегральныхъ вычетовъ функц /(2), 
взятыхъ относительно вефхъ конечныхъ точекъ, обращающихъ /(2) въ е», 
равняется интегральному вычету функціи ў 


ща 
въ точкъ и = 0; т. е. ў 
(- 
207 0) = 4, Г.) 


Чтобы доказать эту теорему, мы начертимъ изъ начала координатъ 
радусомъ достаточно большимъ, кругъ, внутри котораго содержались бы 
вс конечныя точки, обращающія [ (2) въ <>. Назовемъ окружность 
этого круга чрезъ (р), а радіусъ чрезъ г; тогда мы будемъ имЪть 


СЕ И 5) д2 


1 
или, полагая 5 == г 


1 
8 сие == [К аи. 


Интегралъ во второй части этого уравнешя долженъ быть взятъ по 
окружности круга, начерченнаго изъ начала коорлинатъ радусомъ рав- 


1 і 
нымъ =, въ отрицательномъ . направлеши. Но такъ какъ внутри этого 
круга не можеть находитьея ни одна точка, обращающая /(2) въ <>, ТО, 
елЪдовательно, вторая часть уравненія (8) равняется 
И 

С), 

(Си) ° 
велъдетвіе этого, уравнеше (8) принимаетъ видъ 


гага) = Г, 


((и?)) 
и такимъ образомъ теорема наша доказана. 


\ 


уумуму.гст.ога.р! 


а. Н 


Если произвольная функція / (2) остается однозначною вблизи точки 
2 — се, То, по вышесказанному, 


(9) Со) = 09: 


(2= с») 


Теорема 13. Если | (=) изображаетъ функцію однозначную, обра- 
щающуюся въ точкБ 2 — 5, ВЪ <>, а 4 (и) означаетъ другую произволь- 
ную функцію, однозначную вблизи точки и == м,, и если м, есть вели- 
чина удовлетворяющая уравненю 


ф (#1 нЕ, 
то , 
ОГ = С ($ (и) $ (и), 
(2=1,) (и=и,) 
гд$ т означаетъ число нулей функціи 
ф (и) Ета ф (и) 


въ ТОЧКЕ и — ио: 


Для доказательства этой теоремы, мы примемъ во вниманіе равенство 


(10) Г) = а... 


+ В, + В, (2 — 5) +... 


имфющее мето для значеній = близкихъ къ 2 - 


Подставляя въ обфихъ частяхъ (10) Ф (и) вмвсто = и {(и,) вмвсто 
то, будемъ имфть, для значеній и близкихъ къ и, 


А, 
Г(Ф (и) ) = де (и) шк = 


отсюда, умножая объ части на--- БЛ 0) — == ф (му, 


, ИЖ 4 (и) ф' (и) 
Г ($ (и) )ф (и)—А, им 5 4 ии = ле а 


+В, 4 (и) + В, ($ (и) — 4(0,)) Ф (и)+..., 
или 
(11) ГОРО) (дева, дао Наи (и), 


уумуми.гст.ога.р! 


9 ОВ 


ГДЗ 
А, 
Я (м) — ыы — 
ром В, у (и) и А В, ($ (и) — 4 (и,))? "е 
Изъ уравненія К мы получаемъ 
ф (и) 
ФГ (и) 9 (и) 4 0 дас ао) + ак (и); 
(и=и,) (и=и,) (и=и,) 
но изъ предъидущаго уравненія видно, что функція ф (и) остается одно- 
значною вблизи точки и == и» поэтому, на основаніи теоремы 5-ой, 
а 
= (м) =0, 


(их--и,) 
и слБдовательно, 


, ф (и) 
СГ (600) 9 (0) 4, Спи ау" 
(и=и,) (и=и,) 
Принимая во вниманіе теорему 11-ую, мы получаемъ, 
(ш) у дов (0и) — #000) _ 
„Сека чада $ ди си, 
и=и,) (и=ио) 
ДИСИ я 
ФГ (Ф(и)) ф (и) = т А. 
(и=и,) 


Но равенство (10) показываеть намъ, что 


А ай [(=); 


(2=2,) 


СТ (и) ф (и) = т ФГ (2), 
(ии) о) 


что и требовалось доказать. 


слъдовательно, 


Подобнымъ образомъ можно доказать справедливость нашей теоремы 
и въ томъ случаБ, когда 2,==<>; только тогда число т будетъ изобра- 
жать собою число безконечностей функщи ф (м) во точк® иа. 


Теорема 14. Если однозначная функція [ (=) удовлетворяетъ урав- 
неню 


Ши(=/ (2)) __. 24 


улуму.гст.огд.р! 


| ФГ (2) =0. 


(==) 


Дъйствительно, такъ какъ въ этомъ случаЪ имфетъ мъсто равенство 


(10) -. 


Г.Г (5) =0. Ч. т. д. 


(2==0) 
Слљдствіе. Если въ раціональной дроби 
# (2) 
а’ 
степень числителя ф (5) ниже по крайней мъръ двумя единицами чъмъ 
степень знаменателя ф (=), то, по доказанному, интегральный вычетъ 
этой функщи, взятый относительно точки 2 == со, равняется нулю, т. е. 


то 


или [См. форм. (0)| 


Но, по формулв (4) $ 9, мы им%емъ 
6 2 (2) __ (2) _ ; 
аа Юл. (602) ° 


НЙ а Рем 


Это уравненіе показываетъ намъ, что если степень цълой ращональ- 
ной функщи Ф (=) ниже по крайней мър® двумя единицами чЪмъ степень 
цълой ращональной функціи Ф (=), то сумма интегральныхъ вычетовъ 
функции 


слЪдовательно, 


$ (=) 

$ (:) 
взятыхъ относительно вефхъ точекъ, обращающихъ ф (х) въ нуль, рав- 
няется нулю. 


Теорема 15. Если | (=) означаетъ одиночную функцію, обращаю- 
щуюся въ <> въ конечномъ числъ точекъ, то 


е). 


а: (0099 
га == 09 Е ш Е в (0) 1 иа" 


улуму.гст.ога.р! 


Для доказательства этой теоремы, мы примемъ во вниман!е въшедо- 
казанное равенство 
С) 
Во 


&((Г())) = таяу" 


1 (и) 


—_ тогда мы получимъ 


(С) 


«го». 
Ст (и-- 2)) АЙ ет аз): 


п подставимъ въ немъ, вмъсто / (и), 


но очевидно, что 


(((и))) ((Г(м))) 
С = (а) с М, 


(и—5)) ^— и — & 


слЪдователъно, 


иа 


: (и) 
(12) ини. Чо тв 


Постараемся теперь разъяснить значеше двухъ членовъ во второй 
‘части формулы (12). 

По доказанному въ $ 4, функція / (=), внутри круга съ безконечно 
большимъ радусомъ, разлагается на сумму нЪеколькихъ рядовъ, изъ ко- 
торыхъ первый будетъ расположевъ по цфлымъ положительнымъ степе- 
нямъ перемънной =, остальные же будутъ расположены по цфлымъ отри- 
цательнымъ степенямъ отъ 


х—а, 2—0, 2—6, ...иТт. д..., 


гдъ а, 6, с, . . означаютъ точки, обращающія /(2) въ со. Первый изъ 
этихъ рядовъ называется уљлою частью функщи /(<), а сумма вевхъ 
остальныхъ рядовъ называетея дробною частью функцін [(2). 


Изъ теоремы 10-ой прямо вытекаетъ то ел®детвіе, что дробная часть 
функцій /(з) равняется 


Бу Дио (м). 


:-и” 
слБдовательно, цфлая часть функціи /(2) равняется | 


ен Г. (Ли). 


у 


МАУ .ГгСіП.ого.рі 


ш- # -- 


Но равенство (12) показываетъ намъ, что разность зта равняетея 


г 


(13) Стойна (00) 1 из): 
слЪдовательно, выражевіе (13) выражаетъ собою цълую часть функцій 
Г (=). 


И такъ, мы видимъ, что изображая цфлую часть функци / (2) чрезъ 


Е Г() 
а дробную ея часть чрезъ 
Е [(=), 
то 
| Г (- 
(14) Е [(=) = С 885 «Ж ай 
(15) Ри = СЕ. 


Чрезъ послБдовательное дифференцироване обБихъ частей уравнешя 
(15) по х, получаемъ 


г 49 р ео), 


Фё (2— и)? 


(16) 


Ф [(=) р; ((/ (и) 
Е 10 = (— 1) 1-1) е: а 
$11, Обобщенное опредБлеше питегральнаго вычета. НЪкоторыя за- 
мбчашя. 


4. Хотя до сихъ поръ мы разсматривали только однозначныя функ- 
ци, допуекающія точки разрыва, но не трудно доказать, что большая часть 
разультатовъ, выведеныхъ нами въ предыдущихъ $-фахъ, можетъ быть 
распространена и на тотъ случай, когда разсматриваемая функщя допус- 
каетъ линіи разрыва. Наприм%ръ, если въ $ 4 допустимъ, что вмЪето 
нъкоторыхъ изъ точекъ разрыва а,, а,, ... сущеетвуютъ конечныя, 
сомкнутыя или несомкнутыя линіи а, 0, а, 6,, ..., на продолжени 
которыхъ данная функція /(2) остается разрывною, то вее таки формулы 


уумуму.гст.ога.р! 


ес ‚ па 


(1), (Ши (Ш) того-же $-фа будуть имфть мето, — но только въ нас- 
тоящемъ случав круги (а), (а,), . . . не могутъ быть произвольно ма- 
лыми, ибо каждый изъ нихъ долженъ содержать внутри себя по крайней 
м®р® одну линію разрыва; а перемфнная = должна находиться внутри 
круга (р) и внв прочихъ круговъ, такихъ какъ (а,) (а,), ... 


2. Мы согласимея называть интегральнымъ вычетомъ функщи / (5) 
относительно лини разрыва аб значеше интеграла 


зе | (аа, 


взятаго по сомкнутой лиши, не содержащей внутри себя ни одной линш 
или точки разрыва функщи / (2), кромб одной линш аб. Это опредъле- 
не интегральнаго вычета — боле общее, чъмъ то, которое мы дали въ 
$9, ибо то, очевидно, составляетъ частный случай настоящаго. 


Большая часть теоремъ, доказанныхъ въ предъпдущемъ $-фЪ, могутъ 
быть обобщены и для настоящаго случая. 

Что касается до знакоположенія, то мы будемъ изображать интеграль 
ный вычетъ функцій / (=) относительно линіи разрыва аб, чрезъ 


СГ 
(ад) 

Если /(2) допускаетъ конечное число разрывныхъ линш, изъ кото- 
рыхъ ни одна не проходитъ чрезъ точку 2 == г», И, кромЪ того, конеч- 
ное число точекъ разрыва; то сумму интегральныхъ вычетовъ функщи 
Из), взятыхъ относительно всъхъ разрывныхъ линій п вебхъ конечныхъ 
точекъ разрыва, мы будемъ изображать чрезъ 


СРО )): 


3. Начертивъ изъ начала координатъ достаточно большимъ раду- 
сомъ г кругъ, внутри котораго содержались бы всъ разрывныя лин и 
всЪ конечныя точки разрыва функцій / (х), то, вн® этого круга, функ- 
ція /(2) разлагается въ двойной рялъ вида 


[ (3) = АА + А, 2 + Ае... 
В, В, В, 


ммлм.гст.огд.р! 


аи, 


Первый изъ этихъ рядовъ составляетъ цфлую часть функци /(2), 
то есть, 
АНА + А, 2? 4 А, 2 4... =Е (=); 


второй — дробную, т. е. 


В В 
п № +... РИ. 


Предположивъ это, не трудно доказать слфдующия двЪ формулы: 


= (Ди), (Ли), 


2-и 
ща №. 
(и) (1 — = (и) И - ти)! 
Дъйствительно, означивъ окружность радуса г чрезъ (г) и начер- 


тивъ изъ начала координатъ безконечно большимъ радгусомъ второй кругъ, 
окружноеть котораго будемъ изображать чрезъ (А), мы будемъ им%ъть 


1 (В) а 1 (т) 
ПЕН к. ия | Госа. 


9 пі и- & 2 ті д — ц 


Но въ первомъ интеграл% во второй части мы можемъ положить 


ИЕ Р 23 
и-5 а и? из 


ибо той 2 < той и; а во второмъ интеграл 


ибо той и < той =. Подставляя, мы находимъ 


В) 
о д аад. 


зн Н 
1 ш) а В В. В 

и 2да 07 0.1 ааа ый. 

9 ті ти 7 ұ е мо во 


гл А, А,,...В., В,, . . . означаютъ нБкоторъе постоянные коз- 
фищенты. Сл%довательно, 


(1) Е / (2) = за та 
(2) Е/ (2) = а Гоа, 


умуму.гст.огд.р! 


ж + 


1 
Подетавляя во второй части формулы (1) вмъето и, -” мы полу- 


чаемъ 


; , уе 
(3) Е [ (2 ) = „Әг, 


гд интегралъ въ второй части взятъ по безконечно малой окружности, 
начерченной около точки 2 == (), въ положительномъ направленіи. 


Но очевидно, что формулы (2) и (3) можно выразить такъ: 


| "ЗА а аад. — за" 
а это суть именно тв формулы которыя мы желали вывести. Он%, по на- 


ружности, тождественны съ формулами (14) и (15) предъпдущаго $-фа. 


' 
Хотя въ объихъ формулахъ (Г) мы предполагаемъ, что той 2 > 7, 
но не трудно замътить, что вторыя ихъ части, именно: 


Г, 


(Ди) 
Са и Гала 


суть функщи однозначныя, конечныя и неразрывныя для всевозможныхъ 
значеній перемфнной 2, не совпадающихъ съ точками или линіями раз- 
рыва разсматриваемой функщи /(2). На этомъ основани, мы станемъ 
° называть, при веъхъ значеніяхъ перемфнной =, функцію 


ГГ). (И (м))) 


5 -и 
дробною частью функціи [(=), а функцію 
ВВ 204 р 
((м))(1 — зи | 
цљлою частью функщи /(2), 


Обобщевіе другихъ теоремъ предъидущаго $-фа мы предоставляемъ 
читателю. 


умуму.гст.ога.р! 


РЕ" И 


ПРИЛОЖЕНТЯ. 
Разложене въ ряды функціи обратныхъ. 


$ 12, ОпредБлеше радіуса сходимости, 


1. Положимъ, что мы имфемъ одиночную функцію 2, зависящую отъ 
перембнной и, и явнымъ образомъ опредъленную уравненіемъ 


(1) = — /(м); 


а требуется разложить въ рядъ, по формулв Тайлора, обратную функцію · 
и, разематривая ее, какъ зависящую отъ независимой перембнной =. 


Для того, чтобы можно было выполнить эту задачу, необходимо знать 
напередъ, между какими предфлами можно разематривать функцію №, 
какъ однозначную и конечную; ибо, какъ извъстно, при зтихъ только ус- 
ловіяхъ можно выполнить требуемое разложеніе. 

Мы допустимъ, что для и —= 0, функція` Ѓ (Ё) обращается въ нуль 
перваго порядка. Первая часть этого предположенія всегда возможна, 
вторая же — необходима; ибо еслибы, ири = = 0, функція м не рав- 
нялась нулю а нъкоторой величин а, то, полагая и — а +. о, вмЪето 
уравненія (1), мы взали бы уравненіе 


д = | (а +4 5), 


въ которомъ 06% величины 2 и о вмъстЬ обращаются въ нуль; еглибът, 
во вторыхъ, при и == 0, функція / (м) обращалась въ нуль выешаго по- 
рядка, то тогда обратная функція и, для значеній 2 близкихъ къ нулю, 
не была бы однозначною, и требуемое разложеніе было бы невозможно. 


‚ Вообразимъ себ теперь двъ координатныя плоскости, изъ которыхъ 
первая служитъ для обозначенія значенй перембнной =, вторая — для 
обозначенія значенй перемънной №; и возьмемъ во внимаше наименьшій 
модуль функцій /(ге”), соотвътетвующій всевозможнымъ значеніямъ угла 
0 отъ (0 до 2л, который означимь чрезъ М. Величина М зависитъ 
отъ г; про т = 0, М — 0; съ постепеннымъ увеличеніемъ г отъ 
нуля до безконечности, М будетъ или возрастать до безконечноети, или 
же сначала возрастая, достигнетъ тахітшт своего значенія и поел ста- 
нетъ уменьшаться, чтобы, доетигнувъ тіпітит своего значенія , опять 
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ма. 


возрастать, и т. д. КромБ того, мы возьмемъ еще во вниманіе тотъ ко- 
рень уравненія 

который, по величин% своего модуля, елъдуетъ первымъ посл нуля, и 
означимъ его модуль чрезъ 6. Если изъ точки и —= 0 радіусомъ рав- 
нымъ 6 начертимъ кругъ, то, внутри этого круга, функція /(и) обра- 
щается одинъ только разъ въ нуль, именно, въ точк и == 0; зтотъ 
кругъ мы означимъ чрезъ. (Б). 

Внутри круга (5), величина М будетъ достигать одинъ или н - 
сколько разъ шахшш своего значенія. Мы означимъ чрезъ и, ту 
точку, находящуюся внутри круга (6), въ которой значеше величины М 
не меньше веъхъ другихъ значен той же величины, получаемыхъ внутри 
круга (6); и изъ точки 2 = 0 радусомъ равнымъ той / (мо) начер- 
тимъ кругъ, который означимъ чрезъ (а). 

Не трудно доказать, что внутри круга (а) обратная функція м ос- 
таетея конечною и неразрывною. 

Для этого, мы начертимъ изъ точки и == 0 радусомъ равнымЪ 
шой и, кругъ, который означимъ чрезъ (с), и возьмемъ произвольную 
точку 2, находящуюся внутри круга (а). Если и означаетъ произволь= 
ную точку на окружноети круга (с), то 


шой / (м) > той [ (0,), “5 


ибо той / (иа) есть тіпітшт относительно вевхъ прочихъ значеній 
той | (и), получаемыхъ Ва окружности (с); но такъ какъ 


той [ (и) > той г, 


то, елБдовательно, 
той / (и) > той =, 


5 
Ш С В 
Го) < 
Такъ какъ неравенство это имфеть место для вефхъ значеній м, на- 
ходящихся на окружности (с), то функція 


5 


р: ЗВ, 


улуму.гст.ога.р! 


= Й — 


обращается внутри круга (с) столько разъ въ нуль сколько разъ въ без- 
2 
конечность. ДЪйствительно, такъ какъ под то < 1, то, для вевхъ то- 


чекъ на окружности (с), мы имфемъ 


5 нан) 2 4 ьо о 9 
(1 — үа) = па Т + 
отеюда 


5 1 0 РАС 


но, очевидно (См. теор. 5 $ 10), 


ЈС) Је = 


(интегралы взяты по окружности (с)), са довательно 


(2) а. ја е (2—1) = 0. 


Принимая теперь въ соображеше формулу (П) $ 8, мы заключаемъ, 


на основани равенства (2), что функція — 1 обращается вну- 


2 
Ё (и) 
три круга (с) столько разъ въ нуль сколько разъ въ безконечность. Но 


. А 
НКЦІ 
функція т 


въ со, именно, въ точкъ им == 0; слфдовательно, она обращается одинъ 
только разъ въ нуль, внутри того же круга (с), или, другими словами, 
уравнение 


— 1 обращается внутри круга (с) одинъ только разъ 


$ = [ (и) 
имфетъ одинъ только корень, содержащся внутри круга (с). На осно- 
вани этого, принимая въ соображеше извфетный законъ о непрерывности 
корней, *) мы прямо заключаемъ, что функція и, опредфляемая уравне- 
ніемъ (1) и обращающаяея въ нуль при х == 0, остается внутри круга (а) 
конечною и однозначною, Ч. т. д. 

И такъ, мы видимъ, что для вефхъ точекъ, содержащихся внутри 
круга (а), обратная функція и и всякая конечная и однозначная функція 
отъ перембнной и, разлагаются въ рядъ по цфлымъ восходящимъ степе- 
нямъ независимой перемЪнной 2. 


*) Сапсһу. Мётоїге виг 1а пафиге её ез ргоргіёіёѕ дев гасіпез Фипе едиа- 
Поп диі гепѓегте ип рагатёќге уана е. Ехег. Апа]. е де Рһуз. Т. П р. 109. 
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САЩ: "река 


2. Если функція /(и) не обращается въ нуль ни въ одной конечной 
точкЂ, кромф и == 0, то тогда радусъ круга (6) равняется <>, а радіусъ 
круга (а) будетъ равняться тахітит тахітогит величины М. 

Чтобы опредълять тъ точки ма, въ которыхъ величина М достигаетъ 
тахітит своего значенія, мы положимъ 

мере", 
Го) = Ке"; 
тогда координаты ги 9, опредфляющия искомыя точки, будутъ удовлетво- 
рять такимъ уравненямъ: 


> 


К 


ак 
(3) ат == 0, а == 0. 
Такъ какъ 
П Ее ак ЦИ . 1 аҹ 
(а) “Г (м) = е" ни Ке" я, 
РН? 57 и 4 
“Г (и) = — 5 е Ве" 25 
то 
р ав др 
«г + іт Е ар — 4 а В Е 
отеюда 
ак аз ак аф 
(5) 96 —=— "В зд, ' га. = + К РТ 


На основани уравненій (3) и- (5), изъ уравненій (4) мы получаемъ 


Г (м) =0; 


то есть, что уравнеше 


(6) х= [(и) 
при 2 == той/ (и) имЪетъ два равные корни. 


Это свойство показываетъ намъ, что если Е означаетъ наименьшій мо- 
дуль величины 2, при которомъ уравненіе (6) имветъ равные корни, то 
внутри круга, начерченнаго изъ точки 2 — 0 радгусомъ равнымъ Е, функ- 
ція м остается конечною и неразрывною и, елъдовательно, разлагается въ 
рядъ по цфлымъ, положительньмъ и восходящимъ степенямъ 2; ибо ра- 
дусъ круга, означеннаго нами выше чрезъ (а), не можетъ быть меньше 
чъмъ величина Е. 


\ | 


съ 


- , Ы 
м — 
— И $ ---- 
тъ м я й . 1 У 
©. 


$ 13. Выводъ Формулы Лагранжа, 


1. Приступимъ теперь къ самому разложеню. Принимая 2 за неза- 
висимую перембнную и означая чрезъ & значешя 2, соотв®тствующия точ- 
камъ на окружности (а), мы получамъ 


ка (а) 
1 Е(и)аЕ 


и 


гдъ Е (и) означаетъ какую нибудь функцію отъ м, конечную и одно- 
значную внутри круга (с). 


Такъ какъ, по предположению, точка = находитея внутри круга (а), то 
той = < той Е, 


и сл довательно, вмъето формулы (1), можно написать 


а) 
1 2 
Бра Юки. НУ Та, 
ИЛИ 
Е Е (и) Е Е (и) Е (и) 

РАСО С + 2 Слав = 

Въ зтомъ ряду козфищентъ при х" можно преобразовать слъдующимъ 
образомъ: 


ЕР’ (и) 2“ 

пи а ИА 45, 

С у Гога СЕ (ивр С) нео 
5== 


~ 


Г 
3 вводя въ послъднее выражене, вмЪсто независимой перемфнной 5, но- 


вую независимую перемфнную и, опредфляемую уравненіемъ 


& — Ци), ? 
мы получимъ 
ди Я ди а 
Кри (и) а= Ев (и) ча ди ый р Ее. 
п ((5")) п Ки)" ВИТАС Го)" 
(и=0) (и=0) 
елБдовательно, окончательно, мы имБемъ такое равенство : 
И РТ. Е(и), 
(3) Сенно) Неа та Дед 
$ 
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>. 


Внося въ формулу (2), вмфето прежнихъ козфищентовъ, ихъ новыя 
выражения, опредбляемъя уравненіемъ ня: мы получаемъ рядъ 


Г Рю г> Ри) ЗИ Е (и) 
(о #0) --Е(0) +=. ("9 а по + Ты. Др, 
ва е од мы 
или, принимая въ соображеше что — 
Е а" л Ри) 
Се би) Ра рана и „(п- 1) фи“ Ка, и-то " 
(и=0) „Ри а Е'(и) 
и Е! (и з? и? Е’ (и 
(П) Е(и)=Е (0) += Ти) Ло | 1.9 ди 4 (и)? 5)... те 
5" Р ть и" Б'(и) 
ма 09: п С ( Ки)" №. 06 


Формула (1) даетъ возможность вычислить высшій предблъ дополни-- 


тельнаго члена, когда мы желаемъ ограничиться первыми п членами. 
е: А 2" 
Дъйствительно, козфищентъ при Ра ВЪ формул (1) равняется 


да а >. фр аи Пи. =_= Ча. Я и Е’ (сей) 46 
Ко)". = 7] арт. Ки)" 
(и=0) 0 
гд с означаетъ радіуеъ круга (с). 
Отсюда, называя чрезъ № наибольшій модуль функці Е” (се) при 


всевозможныхъ значеніяхъ үгла 9, МЫ Е 


Е Е! (и) 
(4) пой я <и" 
(и=0) ~ 
Обозначая чрезъ А, дополнительный членъ ряда (1), мы будемъ имбть 
д Е то | д"! Е’ Еи). 
В, = = Таў 7 рр" С пт Кос Е АЗС 


отсюда, полагая той 2 == Е, 
п пяна 
той №, < > той е Р (и) а Е той 4 аи р-н 
(и=0) 


-+ 


д: М 


или, пользуясь ШЗ 6) 


мен. аар 


(Ш) той А, < М- ие. 
2. Подетавляя въ формулу (1), вмвето | (и), 
и 
ани) 
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а 90: — 


и предполагая что ф(а) не равняетея ни нулю, ни безконечности, мы 
получимъ елъдующее выраженіе для Е (а + и): 


Е (ам) = Е (а) +- РЕ (а) $ (а) + този (Е (а) $ (а) 


(ІУ) + аа (Е (а) Ф (а) + ...., 


причемъ м изображаетъ корень уравнения 
и — 54 (аи). 
Полагая, въ формулв (ІУ), а 4 и == 0, мы получимъ 
() В) Р(а) 4-2 (а) фа) Ра ИВ .., 
причемъ о изображаетъ корень уравненія 
о — а= 5} (с). 


Формула (У) извъетна подъ названіемъ формулы Лагранжа. 


Симметрическія функціи. 


$ 14. Формула Лагранжа, 


1. По большей части, всЪ задачи, относящіяея къ симметрическимъ 
функціямъ отъ корней алгебраическихъ или трансцендентныхъ уравненій, 
рЪшаются весьма удобно, помощью интегральныхъ вычетовъ. Вънастоящемъ 
разсуждени, мы ограничимся изложеніемъ формулы Лагранжа, которая, 
какъ намъ кажется, не была до сихъ поръ излагаема на основани началъ 
теорш интегральныхъ вычетовъ. Она служитъ исходною точкою въ теоріи 
симметрическихь функщи” и замфчательна по своей аналоги съ форму- 
лой Лагранжа, данной въ предъидущемъ $-ф%. 


Пусть будетъ выраженіе 


г $ (2) 8 

и-г+ [(х) 

въ которомъ / (г) означаетъ цБлую раціональную функцію, дблящуюся 
безъ остатка на 2; и означаетъ нЪкоторую постоянную величину не рав- 


*) Сошв ФА Ъте Ѕирёгіецге раг Ѕетгеё. Т. І. р. 431. 
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ную нулю, а Ф (2) означаетъ произвольную раціональную функцію, 
обращающуюся въ со при 22 = 0. 
Такъ какъ, при безконечно маломъ х, 
той / (х) < той (и Е: г), 
то, для значенй а: близкихъ къ нулю, имфеть мето такое равенство: 


Фа) ___ $14) __9(2) [(%) , $(2)[(®) 


и-г+ а) их (и-«) (и— 1}? 


и слБдовательно, 
(а) 2) (а) (2) | ИН... 
(1) СХ м нат = Сита г аси т Ее) + С па я 
Положимъ теперь, что - 
фа) = — [-— 1 + Де) а), 


гдЪ (2) означаетъ произвольную функцію вида 


А А А 
о де и 


тогда, вмвето равенства (1), мы получимъ 


Ее а) — трън 


(2=0) (2=0) 
а Да)“ (2) Да) — Ка) | 
+0 ве -г) а-ай (и — 2) Ща х) 
Ў: 


Раземотримъ еначала первую чаеть уравненія (2), которая равняется 


ала ДИ. (к). 


Ы; —х-+ Да)“ 
Такь какъ степень и. находящейся подъ знакомъ р въ зтомъ 


выражени, не превышаетъ --2, то елъдовательно сумма всЪхъ интеграль- 


ныхъ вычетовъ функціи 
ЕТ 
и-г + Да) ща) 


равняется нулю (См. теорему 14 $ 10). Обозначая корни уравнения 


и — х + Цг) == 0 
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=> ПГ ыы 


чрезъ а, б, с, ...Ги принимая во вниманіе что 
<- тт“ ро) 


и- г + Да) Ще) = (а), 


(2—4) 


—1 + 
но (с) = $6), 


ска) 
МЫ получимъ 
ГЕЛА а а) 8) +...) = 0, 


ла. г+ Да) 


откуда 
(3) ОИ (х) = Да) + ф:6) +... - 8 


са) 


Подетавивъ, вмЪето 1-ой части равенства (2), ея значеніе, опред% - 
ляемое уравненіемъ (3), мы получимъ 


(4) ф(а)-+4(6)--... (0) ть к ра Вата Дар) | (а) 
+ кам (2)... 
(2=0) 


Остается преобразовать вторую часть послЪдняго уравненя. Для это- 
го мы замфтимъ, что 


ия = ааа) == — Са дани. 

(2==0 (2—0) 2—0 20 

Свен па Сеч) та) = вокала ПРУ 

(2=0) я (2=0) (2—0) (2—0) 

Фиат Ела) бас) Р на Хе Мела), 
ИИ, 


Внося полученныя такимъ образомъ выражешя во вторую часть ра- 
венства (4), мы получимъ 
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3 пара 1 р Ќа)? 


а рен 


Ща) + (Б) +. 4 ф(0) = 


Сауе (2=0) 
1 Каа) ОЧНИ 
де ЕЕ. 


или, такъ какъ ф(х) обращается въ <> только при х 0), 


аа = = 1090) (902) Р) дава и («))) 


и—т (и — г) 


(5) + 4 (ИХ)? 97 (а2))) дууа) 


= 2057 


Принимая въ вниманіе формулы (15) и (16) $ 10, мы получаемъ 


ра а = 
ЫЙ, (И) Ф (а))) Р. ди) Ф (и) 
(и— г)" ди 


ен 9) Сыр Ом). 
(и— 2)  1.9..(-1) фи“ 
Подставляя полученныя выраженія вмбсто членовъ второй части ра- 
венства (5), мы будемъ имЪть 
ф (а)+ 46) +.. е с ен + 


1 Фи) (и) е 
() +аза ан :]. 


Формула зта есть именно та, перата цалъ Лагранжъ и которую мы 
желали вывести. 

Сравнивая выражене, находящееся подъ знакомъ Е во второй части 
уравнения (1), со второю частью формулы (У) предъидущаго $-фа, мы 
видимъ, что уничтожая знакъ Е во второй части формулы (1), вм%ето 
симметрической функщи 


ф (а) + 4 (0) +... ф (0, 


мы получимъ разложеніе функцій ф (2), гдъ а есть корень уравненія 
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2 Е а 


Непрерывныя дроби. 


$. 15, Выводъ двухъ замбчательныхь Формулъ въ томъ случаћ, когда 
непрерывная дробь конечна, 


1. Пуеть будетъ ращональная функща 
Е) 
Ге)” 
гдъ Е (г) и («) означаютъ цфлыя функціи. 
Положимъ, что разлагая эту функцію въ непрерывную дробь, мы 
нашла такое равенство: 


Е(а) а, 
== == — а, 
Ка) Чо 9. + ЕЕ а, 
р) па . а 
Ч: + с. а" а 
а ГА Неа за К 
ГДЪ до» 9, да, Р изображаютъ цфлые многочлены, содержащие г по 
крайней мъръ ВЪ первой степени; а, а,, а; 2.5090 означаютъ нБкоторъгя 
постояннътя величины. 
Изображая подходящя дроби чрезъ 
Ба А Ра. Е НАЕ 
0, А О, 0, 
принимая во вниманіе что 
Й Е Ра а, РР.) 
0. за да О, Да а, О: в 

Ри. аа (АР по 3. АИА... 4 

О. О, О, Ол. 
и полагая 

до 
н ас ч --- 
п да 924-4 --- “п4я-з ЕА За 
п+-2 б 


мы будемъ им%ть такое равенство: 


Е (=) а Р, Г лут а 


(0) ао бок а: Ди ее а 


Умножая 065 части (1) на О, О,, и предполагая притомъ что 
т < п, мы получимъ 


ммулму.гст.ога.р! 


Е(2) О.О. _ п—4 @, @ ... а От, 
[(т) т. Р о, пана! О, 22+ а а 


отсюда, взявъ сумму интегральныхъ вычетовъ отъ обЪихъ частей, 


Е (л) От О, п--4 От 
(2). (0р с) =0Р,0,+-(—1) ои а ева 


Но, очевидно, 


Р, О„ та 0, 
и, кром% того, такъ ка: ъ, по предположеню, т < п, то степень фунціи 
Оһ 


| Ол ть Оһ, ац 


не превъшаетъ числа — 2, И ща 


ВСЕ. а. 0. 
С (Ола Фа Оһ. а) 
На основани двухъ поелъднихъ равенствъ, вмъсто равенства (2), мы 
получаемъ такую формулу: 


Е (2) О» О». Ом О, 
(1) Сау 0 ов 5 а. 


2. Если теперь положимъ что 0 == п, то равенство (2) реда ВИДЪ 


Е («) Оз ша п 
а) = ОР, ОСИ ада а Ф т 


ИЛИ 
Е (х) 08 _ ча 0, 
(3) (а) = (1) 4... . а, 0 00; га + 0,.а,))` 


Такъ какъ 


О, т ат Ол ала 
О. 2+ Ор а. Он Оль. (Оһ Фан + Оһ дъ)” 


то 


Се Ч. 


Др пан в.) - =,“ (02-7 е оо (Ода гала + Ол @в1)) 
ИЛИ 
(5) 7) (Ох, + 2, в)”. = от 
ибо степень функщи, находящейся во второй части равенства (4) подъ 
вторымъ знакомъ й, „ не превышаетъ чиела — 3. 


Вторую чаеть равенетва (5) можно преобразовать слъдующимъ обра- 
зомъ: 


е 
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ж 08 -- 


п _ Ч 9» _ Оз У: Ч Оз, 
С, писа =, 0 (до Оль.) ы агач. за а, О...) 


али а, _@ Әһ. А 
ет мя р (9, Ол)” 


а О, 
0) ея зи 


ибо степень знаменателя превышаетъ, по крайней мъръ, на три единицы 
степень числителя а, (0, ,; и 


(6) Сц 025 = ея (Фо) 


На основани равенствъ (4), (5) и (6), вмвето равенства (3), мы по- 
лучаемъ такую формулу: 


(П). С, ре = (—14)" “а, а,..-4, да 

2. Первыя части у каждой изъ формулъ (1) и (1) могутъ быть выра- 
жены въ видъ симметрическихъ функцій отъ корней уравнения [(2) = 0; 
тогда онъ выразятъ собою формулы для вычисленія нъкоторыхъ симметри- 
ческихъ функцій. 

Полагая 


но 


Е (2) = Г («) 6 (а), 
гдф |’ (2х) изображаетъ производную отъ / (2), ад (2) означаетъ произ- 
вольную цълую раціональную функцію, не имъющую общаго дфлителя съ 
[ (2); и принимая во внимане равенство 
СД е (2) = $(2,) + ф(2,) +. абе Ф(2„), 
гдъ 2,, 2,. . . . означаютъ корни уравненія /(х) = 0.` (См. теор. 11 
$ 10); вмвето формулъ (Г) и (П), мы получимъ 


(зо. (2,) О, (2) д(2.) =0, (--1,2,3...т, 
Екол) 9(=,)=(—1)"" а.а, 2((- -)), (7 = 1,2, 3, ...т), 


глъ О, (2) изображаетъ знаменателя п- -0й подходящей дроби, получае- 
мой отъ разложенія функцій 


(Ш) 


Ра) (=) 
Ка) 
въ непрерывную дробь. 
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3. Въ томъ елучаћ, когда вев неполныя частвыя Фі. 9514, :..:.-- 

первой степени относительно г, еели положимъ 

4, = А, = + В,, 
то получимъ | 
(7) Отау Стаж ута, 

Внося во вторую формулу (Ш), вм%сто интегральнаго вычета во вто- 
рой части, его значеше, опрелъляемое уравнешемъ (7), мы получимъ 
ПУ) КОЙ («,)9()) == (<<), была, ..т) 

Этотъ частный случай имфетъ м%сто всегда, когда всЪ корни урав- 
ненія /(52) — О — вещественны и неравны и, кром% того, функція 
9(х) вещественна и не мъняетъ своего знака въ промежутк, заключаю- 
щемся между двумя крайними корнями уравнешя /(х) == 0. 

Для доказательства этого, мы положимъ что 

(г) 0 (х 2 

Дана аа 1. 
гд Ф(2) изображаетъ остатокъ, полученный отъ раздъленія /(х) 9д(г) 
на (г). Если степень функщи /(х) равна т, то степень остатка 
ф(х) равна т — 4. Ибо означивъ чрезъ х, и 2,,, два непосред- 
ственно одинъ за другимъ слъдующіе корня уравненія /(х) — 0, а чрезъ 
= произвольную безконечно малую положительную величину, то не трудно 
убфдиться, что двъ величины 

ғ(2; + ‹) Фа — 6) 

Кеч в) Лена ә) 
будутъ противоположныхъ знаковъ; но такъ какъ [(2,--є) и Ѓ(2,,, 
имъютъ одинаковые знаки, то елъдовательно, Ф (2, + є) и 22, — є) 
будутъ имЪть знаки противоположные, и потому Ф (х) между двумя пре- 
дълами г, и 2,,, непремфнно обращается въ нуль; слБдовательно, сте- 
пень остатка ф(2:) равняется числу корней 2,, Ха» 2,,... безъ единицы, 
т. е. т — 1. 

Теперь мы произведемъ надъ двумя функціями 
$(2) п Г (а) 

рядъ такихъ-же дъйствй, которыя, по теорем Штурма, нужно было бы 
произвести надъ двумя функціями 


[(2) и Це) 


—‹) 


уммуму.гст.ога.р! 


га - 


для того, чтобы изслБдовать корни уравненія / (2) == 0; и означимъ 
остатки, получаемые при зтомъ, чрезъ 


и. 


Для того чтобы уравненіе /(2:) == 0 имбло ве% корни веществен- 
ные, необходимо, чтобы число остатковъ 


Е 


равнялось т — 1; но такъ какъ степень У, не выше т — 2, сте- 
пень У, равняется нулю и, кромф того, степени функцій И, У,,... 
составляютъ рядъ убывающій, то слЪдовательно 


степень У, равняется т — 2, 
» Е » т — З А 
» К, » Та 4, 


БИ. » т--1--1... ит. д. 


Отсюда ясно видно, что степень каждаго послъдующаго остатка еди- 
ницею ниже чъмъ степень остатка предъидущаго; но такъ какъ неполное 
частное, получаемое отъ раздъленія функщи У; на Ү,,, равняется 
4 дао» Т0 ел довательно степень каждой изъ функцій 4,, 9.,.... 
равняется единиц. Ч. т. д. 


$ 16, Случай, когда непрерывная дробь безконечна. 


1. Пусть ф(х) изображаетъ функцію конечную и однозначную для 
всъхъ значений независимой перемънной х, которыхъ модуль превышаетъ 
нЪкоторую постоянную величину г, и `обращающуюся ВЪ ТОЧК$ 2 = со 
или въ величину конечную, или въ безконечность конечнаго порядка. 


Положимъ дальше что, разлагая функцію ф(х) въ непрерывную дробь, 
мы нашли такое равенство: 


(1) $42) = 9 а, 


ра За 


уумуму.гст.ога.р! 


Отеюда мы получаемъ 


ф(х) О, О, = Р, 0, (—1)"—" _@, а... а» От, 


0,2,+0,_,а, 


9 9—4 а, а... дъ О» 
2 № + (— 1 --з 22. 
? ( 4 ® ыр 0, 0,2,+0,,а, 
Умножая оба эти уравненя на 4х и интегрируя об% части, по 
окружности круга, начерченнаго изъ начала координатъ безконечно боль- 


ШИМЪ радіусомъ, мы получимъ 
За „а 
ус икс А. Ы «чанін 
даде 


Принимая въ соображене что если функція /(2) цфла или удовле- 
творяетъ условию 


Піо (2 [(2)) „== 
то интегралъ 


ге) да 

взятый по окружности круга, начерченнаго изъ начала координатъ безко- 
нечно большимъ радіусомъ, равняется нулю, и, поступая съ уравненіями 
(2) точно также какъ мы поступали въ предъидущемъ $-фъ съ урав- 
неніями (2) и (3), мы получимъ такія двъ формулы: 

Ма) 0 0, ах = 0, 

4. да 

|р(е) О = (Тра, >. «| . 
Такъ какъ Фф (+), по предположенію, остается конечною внв круга, 


начерченнаго изъ начала координатъ раліусомъ равнымъ г, исключая точ- 
ку 2 == <>, то вмЪсто интеграловъ 


[9'2) 0, 0.4. | 01 ф(а)дг, 


взятыхъ по безконечно большой окружности, можно взять интегралы 


(3) 


| Фа) О, О, ах, | За О:4а, 


уумуму.гст.ога.р! 


Бр а 


распространенные на окружноеть круга, начерченнаго изъ начала коор- 
динатъ радгусемъ равнымъ г. Сл%довательно, уравнения (3) можно пред- 


ставить такимъ образомъ: 
(ғ) 
ф (2) О, О, 4х = 0 


2 з п—1 ах 
| е Ода == (-- 1) ара, 2. а. (3, 


Но 


за п? ] 4» Сер (9). 
ВслЪдстве того, предъидущія формулы принимаютъ такой видъ: 
(г) 


| ЕН а 
0) = Је 0.0. а =0, 
1 


5 (х) 0,45=(—1)" ‘а, а. аби. 


Эти двъ формулы, въ настоящемъ случаЪ, заступаютъ мето Дали 
(1) и (Ш) прелъилущаго $-фа. 

Формулы (3) можно еще иначе представить, именно, елъдующимъ 
образомъ: 


| е 9(2) О„ О, = 0, 
(Ш те я 
А1 (2) О, = (—1)" в, а... а, а” 


Наконецъ, принимая въ соображеше все сказанное въ $ 11, мы мо- 
жемъ формулы А представить подъ такимъ видомъ: 
бағ 0, 
е У о? 4х = (— ов # Там “бу” 


Такимъ образомъ мы получили формулы совершенно сходныя съ фор- 
мулами (1) и (П) предъидущаго $-фа. 
Если степень неполнаго частнаго 9, превышаетъ единицу, то 


ЕЯ 


#9 (20: = 0. 
2. Постараемся теперь дать нЪсколько примфровъ. 


и слЪБдовательно 


уумуму.гст.огд.р! 


Е а 


Примљръ 1. Положимъ 
ф(х) = Из? — №, 
и допустимъ что № есть величина вещественная. 
Если соединимъ точку -+- ћ съ точкою — ћ прямою линіей, и, кром% 
того, около каждой изъ нихъ начертимъ кругъ безконечно малаго радіу- 


са, то получимъ сомкнутую линію 
абсае[а (Чер.7) , внъ которой данная 


Черт. 7. 


функція Ма? — 1? остается конеч- 
ною и однозначною, исключая точку 
2 == <, въ которой разсматривае- 
мая функщя обращается въ го пер- 
ваго порядка. 

Точно также, еели изъ начала 
координатъ радіусомъ равнымъ ћ на- 
чертимъ кругъ, то внъ его функція 


Из? — №* остается однозначною и 
конечною, исключая точку 2 = е». 


Изъ тождественнаго уравненія 
=” 
------- р? 
2 2 тт стана НРУ 
Из ћ 7 0 92 4 (09 — т)’ 
мы получаемъ слёдующее разложеніе функци М 22 — ћ? въ непрерывную 


дробь: 


Слъдовательно, для разсматриваемаго чаетнаго аи, нужно въ фор- 
мулахъ (1) положить 

2 
—й', 


Жи лам 2 те 


| 
| 
| 


а, — а, 


Такъ какъ функція үу х? — А? остается конечною внутри площади, 


заключающейся между двумя сомкнутыми линіями (№) и абсдеа, то 
(А) (а) (че) 


= И2?— — 0, 0 „аз, ті уа? 2—10, 0, 2+5: у22—120,0,4= 


гдЪ (№) означаетъ окружность круга, начерченнаго изъ начала коорди- 
натъ радіусомъ равнымъ А. Но, принимая въ сображене что разема- 


уумуму.гст.ога.р! 


же ВЕ == 


триваемая функція /2* — 12, при 2: вещественномъ и большемъ чъмъ В, 
остается положительною, мы получаемъ 
| (а) 


Иа? — 1? 0, О, ди — же ута 0,0, Ч, 


(де) 
а - 0, колтена О„ О, ах. 


Следовательно, 
: (и) Н +һ 
(5) з |а —– № 0,0, 4 = — —– |1? — 270, О, іх. 
-в 


Это равенство имфетъ м$ето при какихъ угодно т и п; полагая 
т — п, мы получимъ 


№ 
(6) ито - Кя ув = 27 0,2 ах. 


Двв формулы (1), въ разсматриваемомъ ната принимаютъ такой 
ВИДЪ: 


„(®) 
эт УЗО. 0,42 =, 


(А) 
ща Из? — № 0,2 х= — $ ""; 


но, на основани уравненій (5) и (6), онъ могутъ быть представлены 
слъдующимъ образомъ: 


А А Б 
[ита 0. О. в = 0, 


—^ 


(7) 
Мета — 2? 0,3 ах = у 8". 


Если вмЪсто функцій х? — #2 мы возьмемъ функцію лая’ 


то будемъ имЪть: 


1 1 
рые. М А 
(8) Ух? — №? 2 Мик: с вы в 
2г--- 
2х — 
Фо = 0, 4. =, 9, 93 = 9, .. . = 22; 
а, =14, 9,9, = -- У, 


уумуму.гст.ога.р! 


- ШЕ а 


Означивъ знаменатели подходящихъ дробей второй части равенства 
(8), какъ всегда, чрезъ О,, О,. Оф... , и примъняя формулы (1) къ 
настоящему случаю, мы получимъ слъдующия равенства: 


+» 
| О Оһ йк 


У — а? е; 
мар 
п г Ы т— 1 
(9) мт” "©, 

па, | 

+В 

ие ДЕНА 
=== 

Ве 


Примљръ 2. Положимъ что 


ана и 
в (2) = У». 


гдБ № означаетъ вещественную величину. 


Подетавляя въ тождественномъ уравненіи 


Джи аһ 
ат г+ в Уд? — № 


вмъсто Ма? — А?, непрерывную дробь, найденную въ предъидущемъ 
примърБ, мы получимъ 


СлБдовательно, для настоящаго случая мы имфемъ 
= = РЕ 25 2 
до, 20 превал 


1 ф-- 2248, 9. == =... 24. 


Подставляя эти значенія въ формулы (1), и замбчая что г = В, мы 
получимъ 


(10) | з 8. О, 4х = 0, 


и 2 е ах = —– Һ*"-*. 


умуму.гст.огд.р! 


Е =. 


Такъ какъ функщя най остается конечною внутри площади, за- 


ключающейся между окружностью (А) и линіей абс4е[а (Черт. 7), и 
значенія ея, соотвЪтетвующія двумъ сторонамъ линіи аб равны между со0- 
бою но съ противоположными знаками, то елфдовательно 


(абсдеа) 


су ч 1 т ћ 

(14) Е 1 00,4] +, О„ О, 42 
И тата 
г — 

= 0..0. 42. 


[У 0, 0, йз, 


составляющій вторую часть равенетва (11), относится къ значеніямъ 
функщи Г 


Интегралъ 


х— # 
г?--В 


» 


получаемымъ съ нижней стороны лини аб. Но допуетивъ, что разематри- 


{ 


р т —– ћ на 
ваемая функщя е6 для вещественныхъ значеній 2 большихъ 


чъмъ А, принимаетъ положительныя значенія, не трудно убЪдиться, 


: г--# : 
что функція к=" ‚ для веъхъ вещественныхъ значеній х, содержа- 


щихся между — Ви -+ №, можетъ быть представлена подъ видомъ 


е 8 В-г 
причемъ значеше корня № АЛЕ должно быть взято со знакомъ +, если 


р В г-# 
желаемъ получать значенія, получаемыя функщей а) съ нижней 


етороны линш аб. Принимая это въ соображеніе, вмЪето равенства (11) 
мы получаемъ 


1 (А) у \ кори трае 
# — а 
2ті 10.0.4 = — 1 №; о Оа О, да. 


Полагая въ зтомъ равенствБ т = п, мы получимъ 


1 за —й 1 чуг чр 
ЫЎ. 0? ача а 1 фр ах 
МЕ „ва == т ү: ‚ бх. 
Ћ 
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м ОП мы 


На основани двухъ послфднихъ равенетвъ, формулы (10) принимаютъ 


Мета га 0, 0 
(12) = 
МЕ +1 3. да == а "“. 


Примърь 3. Положимъ 


такой видъ: 


2 + №. 
(2) == $ 108 унес: 15 
Если означимъ чрезъ Е (о, В, у, 2) гипергеометрическш рядъ 
а. В «(а 1). (8-4-1). ә 
1 Р реа 
то 
2+ з № 
з Е = ($, 4 „2 за)" 


Вторая часть этого равенства представляетъ собою рядъ, который по 
одной известной теоремБ о гипергеометрическихъ рядахъ, можеть быть 
выраженъ въ вид непрерывной дроби. Сдблавъ это на самомъ дБлБ, мы 


получимъ 
4 10 г Гы 
а И 
2 — 
, 
ГДЗ 
2.4 0 ВИК 


? в. = =, 


7 
0 Ер ©, = 53 ва, 
6 


мат п.п 
п (2%—1) (2п-+- 1)’ 
Следовательно, въ разематриваемомъ нами случа, мы имфемъ 
о = 0,:9, = 9, == 93 = .. = КЕ Е: 
аа 8, де - 0, ПМ И А ал №, 
Подставляя эти значенія въ формулы (1) и замфчая что г == А, 


получимъ 
е 0 2+ Ди 
зи |з 108 2 Е 
(13) 4“: Г е! ап 
1 | са 4 11.2.3... п—1 В. п—1 
211 |2 05 ша в аа па 135.9п-3 
9 
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Функшя 


остается однозначою и конечною внутри площади, содержащейся между 
окружностью (В) и сомкнутою линіей абсае]а (См. Чер. 7); кром% 
того, значенія этой функціи въ каждой изъ точекъ на линш аб съ 
нижней стороны, превышаютъ на постоянную величину ті значенія той- 


же функщи, получаемыя съ верхней стороны линш аб. Принимая все 
это въ соображеше, мы выводимъ, что 


1 (я) ь 1 реса. ая 
4 т+ пае 1 
ті, 2 105 т--# 00,42 5. ИЕ 0 05 т О, О, ах, 
ИЛИ 
т 2+ 1 т 2+} 
+ 1 А 
РИ 0 08 ВО 0, їх = 5; а 105 2—1 О, О, да 
сӣ) 
1411 д 
— 91 ый 105 8 22 О, О, ах, 
откуда 


Фе ли нч 
(14) == ор №0, 0. дъ 1 |0. 0. 
-- 


Полагая въ этомъ равенетвъ т — т, мы получаемъ 


за АФК 
4 


(15) ра | ров о 0, 45 =} | ©". ат. 


На основани уравненій (14) и 


(15), дв формулы (13) привимаютъ 
такой видъ: 


(16) ЕУ: ЕУ 
__ А. 11.23... в) 
0, а2 = 1.3.5.913) 


Примњрь 4. Наконецъ, мы возьмемъ такую функцію: 


гдБ интегралъ взятъ по прямой лини, соединяющей точку а съ точкою 6; 
а [ (3) изображаетъ произвольную функцію, удовлетворяющую одному 


уумуму.гст.огд.р!- 


ВОД Де 


только условію, именно, оставаться въ предълахъ интеграла конечною. 
Не трудно убфдиться, что такимъ образомъ опредфленная функція ф (2) 
остается во всей координатной плоскости конечною и однозначною, исклю- 
чая прямую лин аб, которая предетавляетъ линію разрыва. 


Полагая теперь 


и изображая чрезъ 
я О(г), О (г), О (а), за 
знаменатели подходящихъ дробей, мы примбнимъ къ функци 


Ь 
[(2) = 


2—2 
а 


06$ формулы (1); тогда получимъ такія два равенства: 


6 
1 (оО, аа) а 
== ах ах = 0, 


6 
1 || ВО (г) ШЫ ци гр 
[909-8 йв 42 —(—1) ааа Стру" 


гд вторые интегралы, относящеся къ перемънной г, взяты по произ- 
вольной сомкнутой кривой, окружающей линію аб, — въ положительномъ 


направленш. Перем%няя въ обоихъ равенствахъ порядокъ интегрированія, 
мы получимъ 


кн а га к: О раз — 0, 


1 я п— 4 1 
2. (а) аа (уа, о. ] 


ИЛИ, что все равно, 


0„(а)0 (а) 
Ге С бе 4 -- 0, 


(17) 
Н 1—1 1 
Г [(=) Со а 48 —=(—1} а,а,...а, др 


улмуму.гст.огд.р! 


с ан 
Но, на основани теоремы 7 $ 10, мы имфемъ 
„2)О е). . 
ГОВОР — 0, (9 0, (а), 
Ог (2) — 0* (5); 


((х—2)) 
ел довательно, на мвсто (17), мы получаемъ такія двъ формулы: (*) 


| ое. 0, 0, 
(18) ( 
| [гоо (2) 02 == (—4) а, а, иа „Скат“ 


$ 17. Различныя приложешя Формулъ, выведенныхъ въ двухъ предъ- 
идущихъ &-Фахъ, 


1. На основани формулъ (Ш) $ 15, не трудно ръшить слъдующую 
задачу: 

Найти такую цфлую функцію Е (5) п-ой степени, которая для част- 
ныхъ значеній 2: 


2 057-6 


мае. е7 п’ п? 


принимала бы значеня равняющіяеся: 


но 4: и 


4? ШЕФ Е 


На самомъ дфлф, положимъ 
(2—4) (2--1,) (2-- 1... (#--3,) 2--2,+.) == [(5), 
и означимъ чрезъ 
4(=), Ф (5), 4.(2),... 4, (3), 
знаменатели подходящихъ дробей, получаемыхъ отъ разложенія функщи 
и 
ГА 
въ непрерывную дробь, причемъ (2) означаетъ произвольную цБлую 
функцію. Вообще, степень функщи ф, (х) равняется 2 — хотя частныя 
случаи могутъ составлять исключеше, но мы упустимъ ихъ изъ виду. 
Предположивъ это, мы можемъ искомую функцію Е (х) представить подъ 
ВИДОМЪ 
(*) Терерусве?. Мётоіге вот 1ев #гасНопв сопііпиев. Уопг. ІіопуШе. Репхіёте 
Ѕегіе Т. Ш, р. 289. 


Неше. МійћеПапе аЪег Кеќепргӣсђе. Тоигоа! ѓйг Де геіпе ип@ апвеу. Ма. 
В. 67. Ј. 1867. 
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с а. 


(1) Р(=)=А 4 (2)4,4, (2) + 4.4, (&)-+....-+А,ф, (2), 
г А 4,, А,, . . . означаютъ неизвфетные коэффиціенты. 
Умноживъ 06% стороны уравненія (1) на 4, (=) 9 (х), мы получимъ 
Е (2)4, (2)0(5) = Аф, (5) Ф. (2)9 (6) +... 4 Аф (2)0 (=) +-.. 
| А а 4 (ее) ба): 
подставляя въ этомъ уравненіи вместо =, 


< 5 : 2 


Це аи п» 


И суммируя полученныя отъ этого равенства, будемъ ИМЪТЬ 
2!(г) 4. (5;)0 (5)--4 4 2)4(5 (2,)9(г,)+-... А Ха) (а)... 
«ан, (2 ф (2,)0(2,), 


гд суммированія распространяются на 7 = 1, 2, 3,... п; но, но“ 
формул® (Ш) $15, мы имвбемъ 


ад лы 


елБдовательно, 


= Е (2,) 4 (=; 9 (5; — А, х, 4, (=.)* 9 (2,), 


р 


откуда 
7 $, (21) 91(,) (2) _ жшфи(2) 02), 
У, 91° ( 1) 0(5;) $: 9 (5.) 0(г,) 
Полагая въ этой формул® / = 0, 1, 2,...п, мы опредфлимъ 
такимъ образомъ всъ коэффищенты А,, А,, А: „. 5 Подставляя по- 


лученныя значенія въ уравненіе (1), мы получимъ слфдующее выраженіе 
искомой функции: 


— Зо (а )9(; за по фа )6(з 5) 4248) 
або (2) + д д а 06) 0а) 1202) + 


Принимая во внимавіе формулу (ІҮ) $ 15 и замфчая, что, по нашему 
знакоположенію, (О, (2) == 4,_, (2), мы будемъ имфть 


Уве) = 97 
УИ) 9) = — а 
У $, (в) 9(=,) = Лав, 


о Ар ЖА к, 


умуу.гст.ога.р! 


2:98 дон 

велъдетвіе чего ем (1) принимаеть видъ 

(П) Ес) ти, фо.) (ах МФ, (в 6()| фа (2 
на С м; $. (3,)] 45 (=) +. 


гдз а, а,,а,,.. : означаютъ числители въ непрерывной дроби 
Г (5) 8(2) а, 
а ба. № 
А) до д, +-2 аз 
басе 
0з +. 


а А, А, А,, . . . означаютъ коэффищенты при 5 въ неполныхъ част- 
ныхъ 9,, до» 43, - . + » Которыя, по нашему предположенію, суть функ- 
щи линейныя относительно 5. 


2. Перейдемъ теперь къ другому приложен ю вышеупомянутыхъ фор- 
мулъ. 


Положимъ, что мы имфемъ два ряда вещественныхъ величинъ 


и пусть і 
Ра ОИ е Ще, ау, 

означаютъ частныя положительныя значенія, которыя получаетъ произ- 
вольная цфлая вещественная функція 0 (2:), возвышенная въ квадратъ: 
требуется найти такую цълую раціональную функцію п-ой степени Е (5), 
которая удовлетворяла бы условію 


(2) Х|“, — Е(2,) |292 (0) == Миши, 


причемъ мы предполагаемъ что т > п. 
Означивъ чрезъ /(2) произведеніе 
(2 —4,) (2—1. (#- #4)... (г2- га), 


мы разложимъ функцію 


Ра) а) 
Ка) 
въ непрерывную дробь 
Ка) 9а) _ а 
Да) 29 ГА БАЗ =. а: 
9 06. РР 


умумегст.ога.р! 


с. ДЕН 
и изобразимъ знаменатели подходящихъ дробей чрезъ 
$. (2), Ф, (2), $,(2)....4,(=), 
которыхъ степени равняютея 
ЛИК А НР В 
Предетавляя функцію Е (с) подъ видомъ 
Ка) = 4 (а) - А (е) + А (г) +... Ае), 


ГЪ А А,, А,, ..’... означаютъ неизвестные Вии, вмБето 
Ма РЕ (2), мы будемъ имфть 


о первую часть этого уравненія сперва по м поел 
по А, по А,, ит. д.; приравнивая, получаемыя велъдетве этого выра- 
женія, нулю, и принимая въ соображеше формулу (Ш) $ 15, мы получимъ 


д — 28 Фо) (а), 


0 24а(г)04г,) 
д айба) Ка), 
1 — зада) 


__ #4, (2) дар, 
инч ха(г)64г)) 


Велъдстве того, искомая функція Ё(2) равняетея 


А се) )е(г,) + 2% (2:,)9%2 (г) 
(Ш) Ра) = аре) ФЕ) 6 ударе Ча(а) + 
КОРР З фа(г,)04г)) 


х (га) Ф, (а), 
или, принимая во вниманіе формулу (ГУ) 4 15, 


= Ра) (а) (а) (а) 34 га ГУР (аф (0%) (а) 
(ІҮ) а [УЕ (2), (2) е 2) — 
аа ГУР (ао, (2) 4, (а) 


„Ялта 


Того же результата можно достигнуть еще проще слЪдующимъ 
образомъ: 


улуму.гст.ога.р! 


н. о. ИР 


Положимъ 
о-в е + В,4, (2) + Ву) + Ке, +В (г) — и8(г) 
глъ В, В,, В,, ... означаютъ совершенно произвольныя величины, и 
у= [4,0,(2,) 4 (г А, (2)... 4,4, (2) —и 9х), 
гв А» А, 4,,.... означають искомые коэффиціенты въ выражени 
функци Е (г) 
Е(х) = А,ф.(2) нА (2) + 4 (а) =... А,„Ф,„(4). 
Положивъ это, мы получимъ 
у, (и, — 0, В (4, — ВУ (а) 8 (8) 
(3) ЧАР" > > В, (А, — В) > Фи (21) фи (2) 0 (2,) 
> Ийт В) УИ (2) 0? (2,) м., 
1 1 
гдъ суммироваше распространяется на 
ес го. Е + 
фт, т. 
Если теперь мы положимъ 


Ри хитер, 
17— 22) 


то тогда вторая часть равенства (3) будеть тождественно равняться нулю, 
ибо | 


> Ф, (г) Ч, (2) 9 (а) = 0, 
| В, У, и (2) 9 (г) пе У, м; фи (2) 9 (21); 
следовательно Я 


Ў (Ӯ; =, 0, 


откуда | 
У Иа = Ур к ДА 0,)?. 


Это уравненіе показываетъ намъ, что при измфненш коэффиціентовъ 
а. А,, Др, №. К’ бал. А , 


п 


сумма 
рх Е, рез... т), 


уумуму.гст.ога.р! 


АИК. ЗИ 


доетигнетъ тогда тіпітит своего зваченія, когда будетъ удовлетворено 
уравневіе 
ЕТ Т АНЕ Т 
но отсюда слБдуетъ, что 
ИВ, 81.) 
и такимъ образомъ коэффиціенты А, 4,. А,,... опредфлены. * 


Ръшеше двухъ поелъднихъ задачъ приводить насъ къ слфдующей въ. 
высшей степени зам чательной теорем. ** 

Теорема. Если 2, %., 2 Фона означаютъ вещественныя и 
неравныя величины, а 0(2:) изображаетъ произвольную цфлую функцію съ 


вещественными коэффиціентами, то, полагая 


У 6 (г) а, я 

НЙ Пе = 

ЧС. Пт, 

Чт-1 
СУ. М РИ Ир Е РЕВ а: 
и изображая чрезъ ф(х) знаменателя (:-1)-ой подходящей дроби, сте- 
пень котораго равняется ?, — мы будемъ имЪть: 

1) всякая цфлая функція Е(х) т-ой степени, которой (т-+1) част- 
ныхъ значений 

Фе), Е(®.), Е(2,) ЗЕ (о) 


извЪетны, можетъ быть представлена подъ такимъ видомъ: 
А, 4 А, = 
Ее) Раф (2) (а) |(2)— 2-1 Е (2.9, (а) (2) $, (=) 


Е е СО, Рас) 4.(2) "(ай 1 Ф.а); 


аа ата 


2) если во второй части этой формулы удержимъ только нЪкоторое чи- 
сло первыхъ членовъ, впрочемъ произвольное, и означимъ это число чрезъ 
пя-4, остальные же члены отбросимъ, то такимъ образомъ получимъ при- 
ближенное значеше (2) въ видЪ цБлой функціи п-ой степени съ коэф- 
фиціентами, опредфленными по способу наименьшихъ квадратовъ, предпо- 
лагая притомъ, что вЪроятности погръшностей величинъ 

* Доказательство это заимствовано изъ мемуара Вопевё — РвуеІорретепі дез 
Гопейопв еп ѕётіеѕ ейс, Зопгпа] де 1ёсоІе РоІуќесћ. Саһ. 37 р. 19. 


## Т срерусве?. биг 1ез Еасйопв сопёіппезв. Топгпа! де ТлопуШе. Ѕёгіе П Т. П. 
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с = 


Ва): Е); Рау 
пропорціональны - 


ЛИЕ МААЕ АУ 
(=) | ба) 9(2,) 


З. Положимъ, что мы имфемъ конечную или безконечную непрерыв- 
ную дробь 


въ которой всъ неполныя частныя 4,, ду». . суть функщи 1-ой сте- 
пени; и пуеть 


4 (2), ф, (2), $. (=), Их 


изображаютъ знаменателей подходящихъ дробей; положимъ дальше, что 
мы имбемъ функцію /(2), которая разлагается въ рядъ вида 
Ке) = А, $, (2) + 4, $, (г) +А, 9, (2) + 4, 4, (2) +... 

Умножая обЪ стороны этого уравнешя на ф, (2) Ф (2) и интегрируя 
по сомкнутой лини, окружающей линю или точку разрыва, функцій 
ф(х), или — по нћеколькимъ сомкнутымъ линіямъ, окружающимъ ве? 
лини и точки разрыва функщи Ф (2), мы получаемъ 
(4 ЈГ) 9, (а) 9 (2) аз = 4, [%, (2) 4, (2) е (2) ае -+- 

А „Да г) ф„(«)9(2 )02+-...+А, |9,2 (2) (а) ат-н... 


Принимая теперь въ соображеше формулы (1) $ 16, мы видимъ, что 
веъ члены во второй части уравненія (4) равняютея нулю, кромв члена 


А, [9,2 (а) (а) 4х; 
слБдователъно, 
(8 д, = оње 
Гы (2) ғ (2) ах 


Велъдетвіе этого, мы получаемъ такое выраженіе функци /(х): 


(6) а= оное), Гое а 


Газ =) ғ (о) а Гео) ва) да 
ей ое 


_ 


$, (=) 


ТА е севе] 


Ох А 


Принимая въ мо формулу 


— (—1)" дуго Ве 
ра | (а) 2) да = (—1)" а, а,...а,,, © 7 
на м®сто д (6) можемъ написать 
1 
РЕ за ее дах 2) (а зае), (а) ЩЕ, 


Баер су е ТИМА 


Полагая 
4; = А; 2 + В, 


Вера 
Се 


и формула (У) приметъ ВИДЪ 


будемъ имфть 


(У) зада - 2: а йа рибен рака) 


ПЕТУ а) — 


РЕ а 


Если функція /(2) ни въ одной конечной точкЪ не обращается въ с», 
то тогда мы можемъ предположить, что интегралы во второй части фор- 
мулъ (У) взяты по сомкнутой лини, удаленной до безконечности. Но 
въ этомъ случаБ мы имбемъ 


1 ; 
за | а) #00) (9) аа = © Га) (с) 4, (2: 
и слбдовательно, формулы (У) можно представить такимъ образомъ: 


дай #02), ха _ фона) ), ш" 


р о и" 
СКА Р) | 
ре пу 

(У) ча еди кефа) |9) с | Са) (а | Фе) 

ж а | ФГ) фа) 4, (2) | $ (е) — 


(У) Де) = 


уумуму.гст.огд.р! 


з.ы 


, 1 , ; 
Означивъ чрезъ А’, коэффиціентъ при — въ разложеніи функцій 


Де) $ (=) $, (2) 
въ рядъ по цфлымъ степенямъ г, при 2 безконечно большомъ, формулы 
(ҮІ) могутъ быть представлены елъдующимъ образомъ: 


К, 
(УП)(г) руда) „(а) 
р веб СР) ама (9) 
ЕТ ЕР г... 


Если, крох% того, /(2:) обращаетея въ точкћ 2 со Въ безконечность 
конечнаго порядка, то тогда коэффиціенты 2 К., м. могутъ быть 
выражены въ вид производныхъ отъ нъкоторыхъ функцій. (См. фор. 
(5) $10). | 

Если функція /(«) обращается въ <> въ нЪеколькихъ конечныхъ 
точкахъ: 

9: В Ирина у 
то тогда каждый изъ интеграловъ во вторыхъ чаетяхъ формулъ (У) мо- 
жетъ быть выраженъ въ видъ суммы вЪсколъкихъ интегральныхъ выче- 
товъ. Въ самомъ двлБ, не трудно убъдиться, что 


зн | се) оо (з)ав-=— (ае (9). (9). 


(=>, 9,0...) 


Им%я это въ виду, если допустимъ, что функція / (2) равняется раціо- 


нальной дроби 
Е), 
Ка)“ 


тогда, означая корни уравненія /(2) = 0 чрезъ Фу х,,.... 2,„, мы 
будемъ имЪть 


Е 
Ја ) 4, (2) 4х = 


1 а 
гдъ К, означаетъ коэффишенты при —- въ разложеніи функціи 


тоо Ф (а) 4, (г), 


Ка) 


9% 


ммулу.гст.ога.р! 


я о ра 


въ рядъ по цфлымъ степенямъ г, при безконечно большихъ значеніяхъ 
г, — притомъ мы предполагаемъ, что двъ функціи 9(2) и [(5) не 
имБютъ ни одной общей точки разрыва. 


О функщи Х,. 


$ 18, Опредблеше хунхци Х,, Ея евойства, 


1. Козффищентъ при С" въ разложенш функцій 
(1) (1—2 + 2) 


въ рядъ по восходящимъ степенямъ перемфнной &, называется функщею 
Лежандра, и изображается обыкновенно знакомъ Х,. СлЪдовательно , функ- 
ція (1) есть производящая функщи Х,, и поэтому Х, будетъ функціею 
ЦФлою отъ независимой перемфнной 2. 


На основаши такого опредфленя функци Х,, мы имфемъ слБдую- 
щую формулу: 
1 1 
| р пий АЛА 
() Х, 9 ҮГ 2124 0 ("=") 
Отеюда легко получить нъкоторыя основныя свойства функціи Х,. 


\ 
2. Во первыхъ, не трудно доказать, что функція Х, — четная, 
если п число четное, и — нечетная, если п число нечетное. ДЪйстви- 
тельно, если вмсто Х, согласимся писать Х, (2), то 


1 1 1 
ЕЕ (ЕКО 


1 1 1 
(3)Х,(2) —Х,(—2)=© [5 аа ро. уга. 4) (ЧЕ) 


Если п четное, то функщя находящаяся подъ знакомъ (во второй 
части уравневія (3) — четная; если же п число нечетное, то тогда 
функшя подъ знакомъ Е во второй части уравненія (2) — четная. Но 


значеше каждаго изъ двухъ интегральныхъ вычетовъ, составляющихъ 
втория части уравненій (2) и (3), пропорціонально значенію интеграла, 
взятаго по окружности круга, начерченнаго изъ начала координатъ про- 
извольно малымъ радгусомъ; если притомъ подъинтегральная функшя 


уумуму.гст.огад.р! 


ое Ни 


будетъ четная, то элементы интеграла въ двухъ даметрально противо- 
положныхъ точкахъ будутъ знаковъ противоположныхъ, и, слрдовательно, 
значеніе интеграла вмфетЪ со значеніемъ интегральнаго вычета будутъ 
равняться нулю. 


И такъ, мы видимъ, что, когда п четное, вторая половина уравненія (3) 
равняется нулю, т. е. | 
(г) —Х, (— 2) = 0, 
откуда 


Х, (г) == Х, (—), 


и следовательно функція Х, въ этомъ случа — четная; если же число п 
нечетное, то тогда вторая часть уравневія (2) равняется нулю, велЪд- 
ствіе чего 


откуда 
Х, (г) = — Х, (—2), 
т. е. функція Х, въ этомъ случа» — нечетная. 
3. Второе, весьма полезное свойство функцій Х, можно получить 


слъдующимъ образомъ: 


Принимая во внимаше формулу 


|. 5 ди 
б ча б, ой’ 
И замЪчая, что 
Я Е теч" (—х о 
ау \ 4 М — дасе” 
МЫ получимъ 


У1— Эа __ о СИНИТЕ 
пд ату = дул - 2214 Ра и (=). 


(со) 
К ИТ — 2 - 221 + 2 
(0")) 


М 221 0. МЕ. ((6-- 2) 
Д2 Да. ай. Ще я И-9аг + ( (1+) ” 


, 


откуда 
п (1 + — 250) — 1? 4 12 


М — 2-й (3 )) — 1 


мимим/.гсп.ога.р! 


В 


или 
1 1 
Д2 И- аа (+) — Ват ЧАС ПеЗТРЕЧИТТ 
1 
ли Дони и ее) - 0 
ИЛИ 
(П) пХ, — (2п—1) хХ,_,-+ (н—1) 21:20 


Это равенство даетъ возможность, по двумъ смежнымъ функціямъ 
Х, „и Х,_,, вычислить елъдующую за ними Х,. 
Въ частномъ случа, когда и — 0, выводъ формулы (П) ростат» 
быть точнымъ, но тогда получаемъ прямо 
1 
Х,=0, Иа +000) 
Кром% того, формула (1) показываетъ намъ, что 
Эк 0. 


Принимая все это въ соображеніе и полагая въ формул% (П) п--1,2,3,.., 
мы будемъ получать 


х; =, 

Х, = (2 — 5 2), 
2:009 3 
Х, = 5 (2 — 52), 

Ле С 


4. Полагая въ формулв (1) 2 =1, мы получимъ 


{ 1 1 
А1) = Ст ани (+) 


ИЛИ 
01) = труден >" 
Сл ъдовательно 
Х (1) 1 
(Ш) „(1 


Х,(—1) = (—1)" 
$. 19. Опредълеше козъфищента при 2" въ выраженін Функци Х.. 
1. Полагая 
Ход нА Ра Ра А г"... 
мы будемъ им%ть 


х, 
А» = ЕЕ 3 


улуму.гст.огд.р! 


мами 


или, подставляя вмфето Х, его выражеше, данное въ предъидущемъ 


у- фт, 
р а 
1. У 240 (0+! ))° 


Для того, чтобы найти значене второй части этого уравненія, мы 
представимъ его такъ: · г 
1 1 1 
А == ЙЕ ИЖС 1 
е бен ) с, И-2а + а (а"+)) 
и постараемея сперва опредълить значение вычета, относящагося къ х. 
Для этого, мы положимъ 
М1 — 2104-2 (1 0? + и; 
тогда получимъ | 
1 5 т 
СЕ = (—1) меч я витрин 
У1 — 2 (5 + ("+1 )) (2У1 + 2 + ш)" (ит) 
тъй?) тв т. 
поемат... т (1 0)" 


и слБдовательно 


А 


__ (т--1) (0: + 2)....2т & 1 а 
п— әт 103, т (1 в)” ("+1 )) 


Такъ какъ въ разложеній функщи (1 -+- пусту по бипому Нью- 
тона, содержатся только четные показатели (, то изъ послфдней формулы 
видно, что, въ томъ случав, когда чиело п — т нечетное, А„= 0: это 
потверждаетея тъмъ, что функція Х, такой же четности какъ и число п. 


Если число (п — т) — четное, то, полагая 


п — т — дк, 
мы будемъ имЪть 
А __ (т (т-2)....2т с 1 Ў 
"_ 2"1.2.3...т (1-08) (2+ )) 
ИЛИ 
А __ (т--(т-ь2)....2т с 1 Б 
все 216 (1 Бе рт (0+1 )) Ы 
но 
я г 1 = (—1 у (2т-+1)(2т-+3}...(п+т—1) 
(1-50"— (+ *)) а 98 1.2.3....# я 


уумлу.гст.ога.р! 


р ек 


слЪдовательно 
с (тея 1)(т-+2)... к (2т-+1)(2т-+3)... (път), 
(2) Дара 1 Ро ЕЕ и 
ИЛИ 
На 5....(2т—1) И (2т+1)2т+3....(пя+-т--1). 
(1) 4 „-< 1.2.3...т 4) 2%1.9.3.. .К 


Такое значеше коэффищента при 2” въ выражени функцій Х,. 
Полагая т — т , будемъ имбть 


в-к 0: 
1.3.5....(2п—1). 
А, — 12:85:67 у 


раздфляя значеше коэффищента А „на значеше козффищента А, полу- 
чимъ 


Ат. 1 (т--1)(т + 2)...п__ (2т--1)(2т--3).. (и т--1), 

Я. == | (2т-+-1)(2т-+3) (2п-- 1) 281.2.3..,.К ў 
ИЛИ 

Ат {т--1)(т-=?)... 1 


Ат __ в 
А, сако Цена 1) (пт 1) (чт). ди 211.9 3...4 т 


подставляя вмБсто т, п — ЭК, получимъ окончательно 
(И) А203 ло. (1) пп —1)(п—2)...(п— 28-1) 
е тона. 211.2.3...(9п—1)(2п—3)...(2п—2-+1)° 
Эта формула употребляется тогда, когда функцію Х, желаемъ прел- 
ставить подъ видомъ 


а, п Аз п— 8 п— 4 
Х, — 4, (2 рег од ДА чака +...) 


2. Вернемся къ формул (2), и подставимъ въ ней, п--2К вмЪсто т; 
тогда получимъ 
А а] + (п-2А+1)(п-2-2)...(2п—4®) (2и—4%-+1)(2п—4%-+3).. (2п—2*—1). 
па 1) и 93 п 9%) 21 .9.3... 
Умножая числителя и знаменателя второй части на 
оп — 26 4- 1) (п —– 2К + 2). ...п 


и групируя множителей въ ихъ натуральномъ порядкБ, получимъ 


7 КА 1 к (п-—26--1)(п—20--9)...(2п—20) (2п -— 26-2) (2п — 204-4). .2п, 
„в —(— ) 91.93 п Е 
11 


улуму.гст.огд.р! 


, 


ла и кр 


ИЗИ 


— 1) -1)/п--9)...(п--Е-+- 
(ш) Ар а ДАНС а Ра оноо ор). 


. (и—2К-+1). 
Йзъ этой формулы ясно видно, что, въ въраженш функцій Х, членъ 
А а 2“ можеть быть представленъ такъ: 


р пав (1 пи). (и) 4" 


ДОНОИ Вес ОАР СЕИ АСЕ, (х ЗЫ 
Този Ве. „8 гони 3 аа" 


Но отеюда получаемъ 


Х за же 1 Буи п (п— т ше, 


ВВ а пар 1.23. СЖ 

гдЪ суммироваше распространяется на К = 0, 1, 2, ... тп; или еще 
ИЫ 

(ІУ) Х, =937 „п та (2? т 


Это выражеше функцій Х, далъ въ первый разъ Ивори. 


З. Первое, что можно вывести изъ формулы (Г), это то, что урав- 
неніе 


— 


(3) Хх. =0 


имЪетъ всф корни вещественные и что вс они содержатея между — Ти 
+- 4. Дъйствительно, такъ какъ веЪ корни уравненія 


(2°—1)" = 0 
вещественны и равняютея -+ 1 или — 1, то, по теоремъ Ролля, п-ая 
производная отъ (2° — 1)" непрембнно обращается п разъ въ нуль 
между предфлами — 1 и ~ 1; притомъ веЪ корни уравненія (3) бу- 


дутъ неравные между собою. 


$ 20, Новый выводъ Формулы (У) предъидущаго параграа, 


Формулу (ПУ) предъидущаго параграфа можно вывести весьма легко 
помощью тъхъ же пріемовъ, которые послужили намъ для вывода фор- 
мулы Лагранжа (См. 6 13). 


Для этого, мы сначала проинтегрируемъ 06% части уравненія 


а м. 
(1 — 212 + 02)2 ((#+1)) 


уумуму.гст.ога.р! 


с С прави 


велъдствіе чего получимъ 


. 1 г а 
[х, да -- пен | = 


ТЕГЕ" 
(1 — 2152 + 0) 


Но 


1 


| + (1 — 212 + 2)*+Е (0), 
(1—2 + (8)? 
гдъ Е(:) означаетъ произвольную функцію отъ (; слБдовательно | 
1 Д 1 
(1) ех, а | Е – 1 1 -- 2 - 0) авт. 
Положимъ теперь 
(2) г — т (1 — 2 + 8) 5, 


и постараемся опредЪлить функцію Е(:) такъ, чтобы ( выражалось ра- 
ціональнымъ образомъ посредетвомъ 2: этого мы достигаемъ, полагая 


(3) Ро = 

ибо тогда на мьето уравненія (2) получаемъ 

(4) 1—1 (1 — аа) ск, 
откуда 

(5) 1. 


На основани уравненій (3). и (4), формула (1) принимаетъ такой 
ВИДЪ: 


үх, ах == ср 


|, = — в. ба С) 


Но, интегрируя по частямъ, мы находимъ 
=: 


Се а: ас С и) = Е у: 


ИЛИ 


елБдовательно 


[Х, й = В е 


уумуму.гст.ога.р! 


Вводя теперь во вторую часть (6) вмфето независимой перемфнной 


г новую перембнную =, опредфляемую уравненіемъ (5), мы сначала 


получимъ (См. теор. 135 10) 
Е 4: и (2° ех, 4“ 


Фа ах 
Ст {= кик 2 ра (Е — г)")) 4 


а 


то есть, 


Що 45") ИЕ 
ер = П 002 — 29) 
велъдетвіе чего 


я ле. 
[Х,а = ву Фе 


Принимая, наконецъ, въ соображеше формулу (5) $ 10, мы находимъ 


1 а" (а — 1), 
а ТРЕ) РИ = $. 28. --1 мр: » 
сл довательно 3 
1 4"—* (2% — 1), 


ра 4% — азот аа". 


откуда, чрезъ дифференцироваше обЪихъ частей, 


тя 1 Це? — 1) < 
Х,= зп да" 


$ 21. Выводъ цифференщальнаго уравнешя, которому удовлетворяетъ 
Функція Х,. 
1. Положивъ, для удобства въ вычисленіи, 
| 24 
142 Т, Я ТЕ и 


не трудно получить слъдующій рядъ уравненій: 


| 1 1 
Е аы 


= дозна ь, 


Т" (в) Т 
а Х, 3 Фи 1 (2—4 
Ете ты Фр. ри 1 я + 3 +“ 
С тор не г: ті 


мумуу.гст.ога.р! 


Возьмемъ теперь во вниманіе выраженіе 
4, 9 ди 
да СД. 
(21) 
значеніе котораго не трудно получить, выполняя два раза сряду интегри- 
рованіе по частямъ. На самомъ дЪлЪ, мы находимъ 


( (0 И. 
а: 4! 4 “+, 
но 
4 
и = (1 — 2 + 0) ЕЙ 
елБдовательно 
а ә ди Е 
ай о 1 
ада ОМА ра (19 (+) 
ИЛИ 
(25 В е 
ЕД 
(1) Зен - п п+ 4) Х 


Выполняя дифференцированіе въ первой части (1) и подставляя на 
ди Фи " 
‚тг ав ИХЪ значешя, мы получаемъ 


а 
а са И пт) Е ДИ ТЕ А Сала (2—0 
РР 


т" р Те ) 


мъсто и 


-“ 
+- 2 -- =. , 
Т (00")) 
| ах, ах, 
или, Дои? во внимаше вышеприведенныя выраженія Х,,727° 1 
з) 
й Т 5х, 2912 


Тэ((0"— + )) Г) 


те) (ет) 
Подставляя во вторую часть этого равенства Т-- 1 вмъето 2—22, 
и екладывая подобные члены, получимъ 


(гй зи З 
4 А» ФА, ах, 
(2 ) праща река == “а ах аа 522 да 


улуму.гст.ога.р! 


2:8: == 


Сравнивая равенство (1) съ равенствомъ (2), мы находимъ 


ФХ, 


(1) (9—29) 29-2055 


ах 


4 п (п-+-1) Х,-+0 


И такъ, мы видимъ, что функція Х, удовлетворяетъ линейному диф- 
ференціальному уравненпо втораго порядка безъ послфдняго члена. 
2. Изъ уравнения (1) вытекаетъ прямо слЪдстве, доказанное въ предъ- 
идущемъ $-фЪ, именно, что уравненіе 
д.0 
имфетъ всф корни вещественные и неравные. 


Доказательство этого можно найти въ Соигѕ ФА!оЪге зпрепеите раг 
Зегге! (3 64 оп Т. гр. 187). 


$ 22, 0 второмъ интегралЪ дифференщалъваго уравнешя, которому 
удовлетворяетъ Функція Х,, 


Такъ какъ одинъ интегралъ дифференщальнаго уравнешя 


(1) (1--а:”) ПА да а п(п-+1)=, << 0 


намъ извъстенъ, и равняется Х,, то, пользуясь извъстнъмъ методомъ, 
мы можемъ найти второй интегралъ того-же уравненія. На самомъ дЪлЪ 
мы находимъ 


да 
(2) а 7 сх, | — 1). ? 
глБ С означаетъ произвольную постоянвую. 


Не трудно показать, кака логарифмичесмя функціи булутъ содер- 
жаться въ выражени неопредЪленнаго интеграла, находящагося во вто- 
рой части формулы (2). Для этого, мы положимъ 


Х,„<А(г--а,) (2—а,) (2—а,)....(2—ә,), 


(3) ВИ ЕБ ОДИ АТУ АНРИ А АВРО. 
(202—1) 0,2 2—1 1+1 г-«, (2—2 ,)? 2—9 (2—«,)? 


.. 5 


и посмотримъ, чему равняютея коэффиціенты а, б, А,, 4,, А,, А',,... 
ит. д. 


уумлу.гст.ога.р! 


ВИ диет 


Во первыхъ, мы имвемъ 


; 1 (2— о)? Е 
А’, = бхз 45 и 


(2=,) ша, 
или, полагая 
(г--а,) са 
стаж Де), 
А’, = (а) 


Но изъ уравненія 
ог [(2)== 2105 (2—,) — 105 (2°—1)— 100 Х, 


мы получаемъ 


Г(т) ЛОР УЧР С О 
ЗИ) га, тай РА. ДЕ 
ИЛИ \ 
ах, 
ТИНЕ а гаа. С 
2а) —1 (2—,) Хь, 


откуда , полагая г — с и замЪчая, что 


а° Х,, 
Х, к Е и 
тре 


мы находимъ 


а Х ) 
Де) дуели т аа? т--«, А 
24) а2—1 ах, 
да | 20 
ИЛИ 
ФА, ах, 
Ри 21160-8 И піт: ы 
2.) ах: 
8—1 1 
902—1) Лы 


Принимая во вниманіе дифференціальное уравневіе (1), которому 
удовлетворяетъ функція Х,, мы видимъ, что чиелитель второй части по- 
слЪдняго уравненія равняется п(п-+-1) (Х,) — г,» Т. В. , равняется нулю; 
слфдовательно 


улмуму.гст.огд.р! 


— 88 — 


Такъ какъ («,) не равняется нулю, то изъ поелфдняго уравненія 
слъдуетъ, что 


Г («,) = 


4’, —=0. 


То, что мы доказали относительно А’,, относится и къ прочимъ 
козффищентамъ, такимъ какъ И, Доре ит, Л, вслЪдетве этого, 
вмЪето уравненя (3) мы имфемъ 


1 РТ ' И А, А, 
(4) (е2-1)Х, — 4—1 9 рад (2а, № ў — х Е 
ГДЪ 
(2 — 1) АЗ и. 2’ 
Б 2 + 1 1 
(2—1) Ай = ста? 
и. а) 
РРР. З пн Де е а И, 


Интегрируя 065 части уравненія (4), мы получаемъ 


да Печ 11 2 — 1 (2: й, Еб Ас 
жа 08 а г-а, слез казва я а. 
ИЛИ 
8: 2 — 1 а а ч А; 
(5) [а 1195 5 та 1 Х, - ГРЕГ 


гдъ суммированіе распространяется на # == 1, 2, 3,... п. 


Вел%детвіе этого уравненіе (2) принимаетъ такой видъ : 


(6) = с [& о р + 5, |, 
ГД 
5,=—Х,У д (2 = 1,2,3. .. л), 


г 


и следовательно 5, изображаетъ цфлую раціональную функцію. 


мумумк.гст.ога.р! 


Бр 


2. Мы положимъ въ формул (6) С = — 1 и займемея преиму- 
щественно функщей 


7 да 2+1 
(1) 2, Х| 4х, 100—7 -5., 


которая въ точкБ х== обращается въ нуль. 


Проведя около двухъ точекъ —1 и -+-1 сомкнутую линію абсйе/ с 
(См. Чер. 8), функція 2, 

опредъляемая формулой (|), бу 

детъ, очевидно, конечною и 
неразрывною во веъхъ точках. 
координатной плоскости, нахо- 
дящихея виъ линш абс4е/а; 
притомъ два совпадающіе края 
аб и ей образуютъ линю раз- 
рыва такого свойства, что, въ 
каждой ея точкЪ, значеніе функ- 
ци 2 „, соотвбтсвующее ниж- 
нему краю превышаеть на 7 значені е той-же функщи, соотвътствующее 
верхнему краю. Кром% того, изъ формулы. (1) ясно видно, что функція 
2, есть четная или нечетная, смотря по тому, четное ли число (п-+1) 
или нечетное. 


Черт. 8. 


Если изъ вачала координатъ радіусомъ равнымъ единиц начертимъ 
кругъ, то, для всъхъ точекъ, лежащихъ внЪ этого круга, будемъ имъть 


Ў № Ат Ата 
2, а ан а у 


причемъ цфлое число т опредъляетъ порядокъ функщи Х, въ точкъ 
2 == с. Это число вмъстБ съ коэффиціентомъ А, могутъ быть опредъ- 
лены безъ затрудненія при помощи формулы (1). 


На самомъ дЪлЪ, такъ какъ 
Ша (ЕЕ |еган А; 


т 


то 


Пт ех, Герай = | в а4,; 
‚19 


улуму.гст.огд.р! 


аас "ан 


но, при безконечно большомъ значеніи 2, мы имфемъ 


(8) Х = ВИ дә рс), (Ше-<0), 


слБдовательно 
г 
ах 1:29:31. Л 
. та. ро и рали __ 1.2.9... 
па [2 | села) А 13.51) 
с х-х. 


Отыскивая предълъ первой части этого уравненія, которая при 2 со 
принимаетъ видъ <> 0, мы находимъ, что онъ равняется 


1 тт"! 
(9) Сва Ш Геесола 
ао 

но чтобы этотъ предБлъ былъ величиною конечною, достаточно и необ- 
ходимо, чтобы 

тп 4 1 == 2п--2, 
откуда получаемъ 
(10) т == п + 1. 


Подетавляя въ выраженіе (9) п + 1 вмъсто т, мы получимъ 


зп 


К-У. Г ( т я 
. па 1 И) 
или, принимая во вниманіе уравненіе (8), 
ИЕ: 28 (1.2.3...) зпча 
да 1 [11.3.5. (1—1 ае). 


1 1.2.3. 
С 2+1 [1.3.5.. ет]. 


Это есть значеніе первой части уравненія 


На 
А ах 128.” 
т+-п Бал — „аа ПО 5 
іт [2 вы = — Ав 
слБдовательно 


и 123 РА 1.2.3..п 
2п+1 [1.3.5..(и—1).] ^_ па 1.3.5...02п—1)° 
откуда 


1.23. п 
(11) А... — 135 0. 


уумуму.гст.ога.р! 


Ак Пров 


И такъ, мы нашли значеніе числа т и коэффищента А, , — первое 
изъ нихъ показываетъ намъ, что функція 4, обращается въ точкБ 2: 
въ нуль (п + 1)-го порядка. Что касается до прочихъ коэффищентовъ 
Ала» А, ,»...., ТО мы можемъ ихъ опредълить, подставляя въ диффе- 
ренціальное уравнеше (1), вмъсто 2, 


Анка -+- Ана 


г“+ 1 "+3 У, 9 


и приравнивая коэффиціенты при различныхъ степеняхъ 2: нулю. 
Такимъ образомъ мы можемъ представить функцію 4, въ вид ряда, 


расположеннаго по возрастающимъ степенямъ а. и сходящагося при 
той х > 1. Но можно также найти другой рядъ, который дастъ возмож- 
ность вычислять значеніе функши 4, не только тогда, когда той 2 > 1, 
но для всякаго значевія х, содержащагося внъ сомкнутой лини абсде/а 
(Чер. 8), т. е., для вефхъ значеній независимой перембнной 2, кромЪ 
вещественныхъ, содержащихся между — 1 и ~ 1. Этотъ рядъ будетъ 
гораздо намъ полезнве чБмъ предъидущй, и потому мы постараемся 


опредБлить его въ точности, 


Не трудно убфдиться, что если положимъ 
1 
< +- за = 22, 


то, въ то время, когда перембнная точка х опишетъ сомкнутую линію 
абсае[а (Чер. 8), по направлено стрълки, перемфнная 2 опишетъ около 
начала координатъ полную окружность круга О радіуса равнаго единиц, 
въ положительномъ или отрицательномъ направлени, смотря по тому, 
которое изъ двухъ значенш перем%нной 2: 


5 = Их —1 


мы примемъ во внимаше. Для избЪжаюя сбивчивости, мы будемъ ис- 
ключительно пользоваться формулой 


5 =ж- У? — 1, 
предполагая при этомъ, что при х — <, 5 = ее. 


Очевидно, что такимъ образомъ функція = вполнф опредЪлена для 
всъхъ точекъ координатной плоскости, не лежащихъ на лини аб (Чер. 
8), и, когда перемфнная х станетъ двигаться по лини абсде/а по на- 


уумуму.гст.ога.р! 


е. Ой — 


правленію етрълки, въ то время перембнная = будетъ двигаться въ по- 
ложительномъ направленш по. окружности округа О. Кром% того, значе- 
нія функщи =, для всъхъ точекъ на линш аб съ нижней стороны, можно 
вычиелить по формул 


х= к — {1 — 1°, (01 — 2° №0), 
а для веъхъ точекъ лини аб съ верхней стороны, по формул% 
= Ж-Н:И1 — г, (у1-г">0). 


Всякой точкъ г, не лежащей на лини аб, будетъ соотвътетвовать 
одна только точка =, вн круга О, — и обратно. 


Принимая все это въ соображеніе, мы заключаемъ, что функція 4,, 
разсматриваемая какъ зависящая отъ перемфнной = будетъ конечная и 
неразрывная во всей безконечной плоскости, содержащейся внЪ круга О. 
Кромъ того, функція Й, обращается въ точкБ 2 со въ нуль (п-+-1)-го 
порядка, а коэффиціентъ А, при первомъ членЪ въ разложени функщи Я, 
въ радъ по цълымъ степевямъ =, можно опредфлить помощю выраженія 
(11), на основани того замфчашя, что, при безконечно большомъ значе- 
ни 2, 2 = 2х. На самомъ дЪлЪ, такъ какъ 

ДЮ ага, 
ИЛИ 


д- 2 ра.” 


к, 


а, по формулъ (11), 


: 1.3.3....м 
: па 
іт (2, 2" ") 135 нат 
то 
123." 
Г. К С ИЙЕ о. А 
(12) А, = 2 135 и 
Для того, чтобы опредълить проче козффищентъ въ ряду 
А А А } Азь 
(1872, = На Неа РН. . ЕЕ 98 + К лаар 


нужно сперва составить дифференціальное уравненіе, которому удовлет- 
воряеть функція 4,, разсматриваемая какъ зависящая отъ перемЪнной 5; 
но это сдфлать не трудно, ибо стоитъ только въ уравнеше (1) ввести, 
вмъсто независимой перемънной х, новую независимую перемЪнную с. 
На самомъ дЪлЪ мы получимъ: 


в) — 23 а 1) (1—1) г, =0. 


уумуму.гст.ога.р! 
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Внося въ это уравненіе вмъсто =,, вторую часть уравненія (13), 
г 1 
приравнивая нулю коэффиціентъ При арка” мы найдемъ 


(п + А 4 1) (26 1) 


"А = А. (Е + 1) (2п + 98 3), 
откуда 
Ааа. (в дин ИЦ 
До У Фи 3 ; 
№) 


Полагая въ этой формул поочередно 
в--0 1.2. 


и принимая во внимаше формулу (12), мы будемъ получать значеня 
коэффищентовъ 


А,, А, А,» Ы 
Такимъ образомъ получимъ 
7 9" 1:93 А45 4(п--1) 1 ще (2+ 1)(а--1)(п-+9) #2 
1.3.5...(2а-+1) [57 1 2п +35" 1.9. таа 9п-+-3 "+8 
7 а 4 


ИЛИ 

7 өп+а 1:93. м 1 з.(п--1) 1 231 (п-=2) 1 

2,-2 1.3.5.. (да) 276+ | ‚ 233 г № таа Фи 3 21 
е То 2 3 +4) 


Рядъ, содержащея между скобками во второй части послъдняго урав- 
ненія, принадлежитъ къ гипергеометрическимъ рядамъ; три параметра 
его равняютея 


2п +3, 


а Ви 34; у-<-а; 


велЪдетве этого, послЪднее ат принимаетъ такой видъ: 
1.7. В... 2п +3. 1 
па ————; —— }. 
тт ра Е(1,п1, 2°; 2) 


Формула эта даетъ намъ возможность вычислять значенія функціи 
2, для значеній перемфнной 2 съ модулемъ большимъ единицы, и слЪдо- 


улуму.гст.огад.р! 


но. А 


вательно, для веъхъ значеній независимой перемънной г, не находящихся 
на линіи аб (чер. 8). 

3. Функцію 2, можно представить еще иначе, именно, въ видЪ опре- 
ДЪленнаго интеграла: для этого, стоитъ только воспользоваться одною 
формулой Эйлера. 

На самомъ дБлБ, допустивъ что 

той = > Лишойи < 1, 
мы будемъ имБть 


мы) (4— ва аа Эрени. 1: 


Предполагая теперь, что вещественныя части величинъ а и 6 положи- 
тельны, мы умножимъ обЪ части послъдняго равенства на Фи и проинте- 
грируемъ ихъ отъ 0 до 1; тогда получимъ 


1 Д ка 1 и Б-4 
е0) пабе ут и(1--и) ди 


4 
1)41 + 
а А М де, 


но 


ка аа дан в ГО 
је Пежо тен 
о 


сл Ъдовательно, 
К: ГНЕ и а __Г(а)Г(0) аа )с(с-+1) 1 
| (1—и) (1—5) ди — Гао И+ + ери 1.2.(а4--6)а--0-+1)2 
о 


Нура 


ИЛИ 

гии" (1 — үя ди == = Е (а, с. аб, — 

Полагая въ этомъ уравненш 

=. в--в+ 1, А 1, 
и подставляя 2° вмЪсто =, мы получимъ 
-(п-4) 
: ГГ) | 9 4: 
Ге (1—и)" (1 ене +) аи - Те) Е (| п+ 2 я) 
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отеюда, умножая 068 стороны на 5 “9, 


1 -(п4а) 
Г(Г(п-+-1) 1 ие, 4 
(14) е 1и) (а) аат 2) ан Еп да 
0 


Если предположимъ теперь, что т чиело цълое, то, изъ уравнения 
Г (п + 5) = (8-5) Г (п + 5) 
не трудно вывести, что 
Г(п+14- 5) =(п+5) (п — 2) (п-+*—2)....4Г(+), 
ИЛИ 


Г-н) Вр (а); 


подставляя во вторую часть формулы (14), вмфсто Г(п-+1-=$), полу- 
ченное выраженіе, мы находимъ 


(и) 
Је ната уар, Ду 
Вторая часть этой А Це образуетъ ничто иное, какъ разсматри- 
ваемую нами функцію 4, (См. формулу П); слъдовательно, мы получаемъ 
такое новое выраженіе для функціи 2, : 
4 —(п-++) 
2, = [м (1—и)"(# — 5) ди. 


о 


Полагая 
р — 1 
е 
мы получаемъ 
Е 1 до 
2.2 И ИЗ к 


Ее 


полагая, во вторыхъ, 
0 — сови, 


е С. ; 
я 2 1 1 п: 
[== — + Со8ЇЁ 1—)] 
7 Г: 
0 


будемъ имЪть 
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С Но 
1 Е 1 -а--- 
24 ра 2г, те + И» —1, з---2/+-| 


слЪдовательно, 


Са й 
Ши 2, = Јева 


Это есть, именно, то выраженіе функци Й,, которое мы желали 
вывести; оно имфетъ мъето при вебхъ значешяхъ г, — даже при веще- 
ственныхъ, содержащихся между — 1 и +1, ибо въ этомъ случа%, 
подъинтегральная функція въ предфлахъ интегрированія не обращается 
въ => и вмћетъ съ тъмъ остается неразрывною относительно емежныхъ 
точекъ, лежащихъ по одной сторонБ линш аб (См. Чер. 8). 


А. Вернемся къ формулЪ 


де я 
й; 7 Х, р, 
и предетавимъ ее такъ: ь 
ПН Ме а 
(15) вс Ит т 
Такъ какъ функція 
ае 
ЮЖ” РА 


при безконечно большихъ значеніяхъ х, (224-1 )-ой степени относительно 
1, а степень функщи Х ся п, то изъ уравненія (15) селЪ 
- ункци А, равняет у уравненя (15) слбдуетъ, 


что разлагая функцію 


4 г-+1 
а 100—7 


въ непрерывную дробь, между ея подходящими дробями будетъ непремънно 
находиться дробь 
5» 
А» 
Кром% того, такъ какъ двъ функци 5, и Х, не имфютъ общаго д%- 
лителя зависящаго отъ 2, что ясно видно изъ формулы (7), то елъдо- · 
вательно, обозначая чрезъ 


Р. 


Оһ+. 
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ту подходящую дробь, знаменатель которой п-ой степени, мы будемъ 
имЪТЬ: 
де 6. ФЕ 
и ПРЕ), 
гд С, изображаетъ нъкоторую величину, пооаиуте отъ г, но которая 
можетъ перомуни вмБетъ съ п. 


пяна?“ 


па? 


$ 23, Свойства функцій Х,, разсматриваемъкъ какъ знаменатели 
подходящихъ дробей, 


1. Въ концъ $-фа 16 дано было слъдующее равенство 


причемъ 
6. п.т 
Гара — — 1) (пл)! 


полагая А — 1, мы будемъ имЪть 


а + 1 04 
(1) з 1 = Ф, 


Коэффищенты при наивысшихь степеняхъ х въ числителяхъ и зна- 
менателяхъ подходящихъ дробей, получаемыхъ отъ второй части равенства 
(1), равняются единиц; но такъ какъ коэффиціентъ при наивыешей 
степени г въ выражени функщи Х, равняется 


1.3.5....2п--1 
али." 


то слдовательно, для чиела, означеннаго нами въ конце предъидущаго $ 
чрезъ С, мы им%емъ: 


| 1.3,5...9п—1 
(2) С, = 1.2.3.0 


2. Примфняя формулы (16) $ 16 къ уравневнію (1) и замфчая, что 
въ нашемъ случаЪ, на основани формулы (2), имфемъ 


44, п 
О... 135. п 1)" 


мы получимъ такія дв формулы: 


уумуму.гст.ога,р! 


с 


+1 
Х, Х, іл — 0, 
(0) у Н 
ре. 42 — ат 


Отеюда мы выводимъ слъдующия заключения: 

1) Если данная функція / (г) разлагается въ рядъ вида 
(3) [(<)=4АХ + АХ, + А.Х, + .... + А,Х, +...., 
при вебхъ значеняхъ х, содержащихся между — 1 и + 1, то козф- 
фиціенты А, 4,, А»... могуть быть опредфлены по формул 


Фп |, 
А, = —5- |) Х, 4х. 


2) Если функція / (2) равняется нулю, то А, == 0: это показываетъ 
что произвольная функція не можетъ быть двоякимъ образомъ предста- 
влена подъ видомъ (3). 


3) Наконецъ, изъ формулы 


+а 
ЖУ =0 


вытекаетъ елбдетве, что всЪ корни уравненія 
н - 


вещественны и содержатся между — 1 и -+ 1(*). 


$ 24, Разложеніе г" въ рядъ вида 4, Х, + А, Х, + .... 


1. Если положимъ 
(1) г" —=А,Х, + 4, ,„Жу-н.-- А ХЖ-..., 
то Кя 
(2) А, ШЕ Ба '| 2 Х, 4х. 


Для того, чтобы выполнить на самомъ дБлБ интегрироваше во второй 
части формулы (2), мы внесемъ 


1 ах — 1) 
Г +1) аа? 


(*) Гесепаге. Ехегсісез де Сайсш іпёёсга]. 
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а фм 
на мето Х,; тогда получимъ 
4-1 
9}; 1 (т И 
м № г" аи за да). 


А, = рғ ТЕ + 1) дай 


Но, интегрируя по частямъ, мы находимъ 


И кал — 1) ан Зи (а 
у= д ара йа, 
--4 -: 


ОР а*—*(* 59 1 
= — 1) | аа де = ит. д., 
-« 


откуда 


1 


С чи 
| а РИ а (Л) нь)... (и +4) ЕЕ — 1)* аз, 


или, такъ какъ (п — Е) — чиело четное, 


„++ даа — 1) 7 
аа па) н). инч) | 2" 4(а2—1)* 45; 


елБдовательно 
Ока 1) 20а — 1)... (п) ("| „_ 
(3) 4= раар, (2—1) "ах. 
0 


Подставивъ въ опрелъленный интегралъ второй части этой формулы (3) 
х вмъето 2°, мы получимъ 


ь 1 и 
фе 1) а Де Бар * (4--г) аг, 


о 


ИЛИ 
04 (ар а врч 
| Е (22 — 1) да = В (5, #1): 


вел детве чего, 


__ (28 + 1) п(т — 1)... (п – 6 1) "3+1, 
Ду ерат Ва Ра): 


ИЛИ 


"ка 
(26 + 1) (п — 1)... (п —– Е 1) г( ро аы 


&, == ” ; зе рита 
к Фк. СЕ + 1) 81131) 
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но 
т— 4-1 1 -- 
РЕБ тен уан ве). (нЕ у 
слЪдовательно 
(26-41) ва- 1) ..п— Еа 1) (Е 1) 
к тт... А+ 1)” 
или, по сокращени, 
| ди (26 4 1) п(п — 1)...(п —– 64-1) 4 
(1) (па а 1) (п а А 1)... (п —– 6-1) 
На оенованіи этой формулы, мы будемъ имЪть 
(Ша Зе [епа деи, на ПР Ох, 


$ 25. Разложеше Функции а въ рядъ по Фувкщямъ Х,, Ха, 
У очир СлЪдетвія, 


1. Такъ какъ функція 
1 


и-— 211 2 й 


есть производящая отъ функціи Х,, то, разлагая ее въ рядъ по цълымъ 
восходящимъ степенямъ &, мы будемъ имЪть 


1 
МР 


= ХРА. АХ 0-0... ; 


и равенство это будетъ имфть мЪсто внутри круга, начерченнаго изъ 
точки # == 0 радуеомъ равнымъ 1104(2 — ух? — 1), причемъ знакъ 


кория у 22 — 1 долженъ быть такой, чтобы под (2 — Уз” — 1) < 1. 
Дая того, чтобы изъ равенства (1) можно было вывести разложеніе 


функци 7 =, МЫ возъменъ во вниманіе функцію 
- Уф 20+ Ё. 
У1 — 212 + # 
Такъ какъ 


аФ __ (у и ан 1) 
бане (1 -- в 
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то 
1 ре 0-1 
ИТТИК (1 — 245 + в) (1 — 21у + с) 
откуда 
в — 1) аг 
(2) 1 Да ( ) 


уса (1 — 224 -+- (1 ду 0) 
Принимая теперь въ соображеніе, что при = <, Ф = 1, а при 


= у + Иу’ — 1, Ф — 0, изъ послъдняго уравненія мы получаемъ 


сә 


1 (2 — 1) а: 


ит (1 — 22 -+ 08)? (1 — Фу + @)* 
у + үу? — 1 


Формула эта даетъ намъ возможноеть выполнить требуемое разложе- 


1 
р Для этого, мы предположимъ сперва, что 


не функціи — 
мо (у + ру — 1) > 1, 
и поетараемея выполнить разложеше подъинтегральнаго множителя 
0 — 1 
аф а | 
(1 — 245 -+- 0)? 


въ рядъ, расположенный по функціямъ Хо, Х,, Х,, . . . , и еходящійея 
при веъхъ значеніяхъ & такихъ, что 


той { > той (у + Му? — 1). 


Дифференцируя обЪ части уравненія (1) по (, мы получаемъ 


—(+х 


-- 2 аз 24 ин. „ЕМ Тя... 
(1 — 212 4 (3)? 


отсюда, умножая обЪ части на 2г, 


— 91% : 
Ве аа. ыы 2 И НАХР +.... + 2а ХР... 
(1 — 25 0) 


, 


ИЛИ 


18. 1 п 
0—1 2=2Х,1-4Х,0--. нап 1"... ... 


(1—912-0)* (1—212- 
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Складывая это уравненіе съ уравненіемъ (1), мы находимъ 


па =, Е... че... 
1204-0)? 


5 


отеюда, подставляя вмЪето (, и дЪла обЪ части на &, 


1 
$? 


8 ЧН 


1 
———: +... + (2-51 )Х т 
(1— 92-8} УХ, ағ 


„Е п 


Это уравнеше имфетъ мъсто для всЪхъ значеній (, находящихея вн® 
круга, начерченнаго изъ точки 1--0 радіусомъ равнымъ той(2-+у 2—1), 
причемъ той(г + уа —1) > 1. 


Допустимъ теперь, что 
той (х Из — 1) < ша (у + уу? — 1), 
умножимъ 065 части послъдняго уравненія на 


1 
си 
(1 — 21у 2) 


и проинтегрируемъ отъ 2 == у + уу? — 1 до 1 = со; тогда получимъ 


съ 


Таан Х, са +(дп+1)Д, и 
и зе 1 спан а 
190) 1--дру-ке) (1--дгу-ь) а (1904-0) 
у+үу?—1 у+-үу—1 руу" 
ЕИ. е 


Первая часть этой формулы, на основанш формулы (2), равняетея 
1 
жуть „ слъдовательно 


1 у? а | 
3) ———Х ре... (20) Х 0 —————үг +... 
у О|1--2аучк бу ( ) оу а бу 


у-+Уу—1 --4 у+уф--1 


Съ другой стороны, полагая 
Е = у + 0055 уу? —1, * 
мы получаемъ 


Ф —= — бім үу? — 1 да, 
(1 — 20у 4 2): = — біш Уф — 1, 
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откуда 
и а 3. 42 
РН А — 9+8 (учнсозёУу* Л)" +! 
ууу —1 0 


или (Сн. ф. Ш $ 22) 


сә 
й 4 
РР (1--дули) Фе 


у+ур-Т 
Вел%детвіе этого, вмъсто формулы (3), мы получаемъ 


1 


уа Хо, +317, +5Х,1, +... (21-1) й-. 


ИЛИ 


(1) == У (21+ 1) Х,2,, (= 0,1,2.) 


т 
Әта формула даетъ намъ требуемое разложеніе функц а она 
имЂетъ мЪсто только тогда, когда 
(4) шой (х + Из — 1) < той (у + И) — 1). 
Услове это можно выразить геометрически. 
Для этого, означивъ чрезъ Е и л координатныя оси, мы положимъ 
(5) г — 005 (о — 10), 


гдъ о и д суть величины вещественныя: эти величины мы примемъ за 
новыя координаты для опред%ленія положеня точки 


(6) х=ё- й. 
Сравнивая уравнеше (5) съ (6), получаемъ 


Е м—с0$ (о — 10), 


ИЛИ 
а 
Е+-т-- 605% 605 10 + 5 о 17.5 
откуда 
| Е — с08 о соѕ 10, 
( 7) 815, 


п = по — 
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эти два уравненія даютъ намъ возможность перейти отъ новыхъ коорди- 
натъ о и 9 къ старымъ Е и я. 


Кром% того, на основани уравнения (7), не трудно убъдиться, что 


БЕ оО 
(8) сова Вибе 1, 

е у? СИ 
(9) а у: 


тъ ви ^ Ра 
с) Су) 
2 2 


откуда видно, что точка х == & + ёп опредфляетея пересъченемъ двухъ 
софокусныхъ коническихъ сфченй, имфющихъ фокусы въ точкахъ — 1 и 
-+ 1, изъ которыхъ первое естъ гипербола, второе эллинеъ. Каждому 
данному значенію Е и и соотвЪтствуетъ одно положительное значеніе 
величины о, содержащееся между Оит, и одно положительное значеніе 
величины д, содержащееся между 0 и <>. Обратно, даннымъ частнымъ 
значеніямъ о и д находящимся между упомянутыми предблами, соотвът- 
етвуютъ четыре точки, опредъляемыя пересъченіемъ эллипса (8) съ ги- 
перболой (9). Для двухъ чаетныхъ значеній д, уравнеше (9) даетъ два 
софокусные эллипса, изъ которыхъ тотъ которому соотвътетвуетъ большее 
значеніе параметра 9, будетъ находиться внф остальнаго. 


Положимъ теперь, что значенпо перемфнной у, входящей въ выраже- 
не формулы (1), соотвътетвуютъ значенія старыхъ координатъ: &, ит, 
а новыхъ координатъ: о, и д,. Сл%довательно, мы имфемъ два такія урав- 
ненія: 

у= Ё, + м, = 05 (о, — 8) }, 
х—=ЕЁ м = с05 (о — 19); 


отеюда получаемъ 
у+ И у’ — 1 = 60$ (9--1д,) Е зо --1д,), 


ела — 43) 9, 


(10) то (у + Уу — 1) = тоет ве‘ 


Если 
той (уч Иу?--4) >4, 


то во второй части уравненія (10) должно удержать знакъ -+-, и тогда 
будемъ имЪть 


(11) | тод (УИ —) 218и; 


ммулу.гст.ога.р! 
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Точно также, полагая что 
той (2 + Из 1) > 1, 
мы получимъ 
(12) той (2 -н ра —1) е". 


На основан уравненй (11) и (12), неравенство (4) принимаетъ 
такой видъ: 
във, 
откуда получаемъ 
д, > 9. 


Это неравенетво показываеть намъ, что если чрезъ каждую изъ то- 
чекъ у и г проведемъ зллипсъ, пмъющій фокусы въ точкахь—1 и-+ 1, 
то эллипсъ, проходящій чрезъ точку 2, будетъ находиться внутри эллипеа, 
проходящаго чрезъ точку у, или, другими словами, точка а: будетъ нахо- 
диться внутри эллипса, проходящаго чрезъ точку у. 

З. Если функція / (2) конечная и неразрывная, внутри нъкотораго 
эллипса, имъющаго фокусы въ точкахъ — 1 и +1, то, называя пери- 
метръ этого эллипеа чрезъ (е), мы будемъ имЪть: 


(е) 
1 (у)ау 
Пе) = ра | 199. 


Такъ какъ мы предполагаемъ, что точка г находитея внутри зллипеа 


1 
(е), то, во вторую часть этой формулы, вм%ето уа МЫ можемъ 


подставить вторую часть формулы (1); тогда получимъ 


1 
4 2л; 


ОДК (е) 

4, 4 
Ке) << Хоза | (у) 20у -+-ЗХ Ду) 2, +. 

(е) 


(2+1) Ха | (у) 2,00... 


Формула эта доказываетъ намъ слфдующую теорему: 


Теорема. Всякая однозначная функція /(х) , конечная и неразрывная 
внутри эллипса, имфющаго фокусы въ точкахъ — 1 и +1, разлагается, 
внутри того же эллипса, въ рядъ по функціямъ Х,, Х,,...*“ 


* Теорема эта принадлежитъ Нейману. 
14 


улуму.гст.огд.р! 
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Принимая въ соображеше формулу (1) $ № мы находимъ 


е) (е) 
|02, йу = [5.19 уча х, ОЕ т 4; 
но 
(е) ; 
| 5, 9) ду = 0, 
следовательно 


(е) 
(9) ды | ХАЛ обет ди 


Извветно, что прямая линія, соединяющая точки — Ли + 1, обра- 
зуетъ линію разрыва функціи 


и что, изображая значенія этой функціи, получаемыя съ нижней етороны 
лини (—1.+-1), чрезъ 

у + ый 

гу — 1’ 

а значешя той-же функщи, получаемыя съ верхней стороны лини 
(—1, +1), чрезъ 


у + 1 
10 
Ат 


мы имъемъ 
у+ 1 Н у 1 


е а 


Гов 1 — 105 


Веледетвіе этого, 
(е) 
Х, Пу) 108 51 нау = сл Х, Гу) 08 ут ау Дел Ду Уют ду 


+а 
= јх, пи (у у [25 — 105 у) ау, 


ИЛИ 
(е) ра +4 
ПЕТЕР х,и ау 


Сравнивая это уравнеше съ (13), мы получаемъ 


(е) а 
= Ду) 2, ау = 5 ЕД. Ку) ду. ` 


у/му.гст.ога.р! 


пай 


Подставляя это въ формулу (П), мы получаемъ 
+а 


ху (уду+ 3 Х јх Дуду-е... 15 | Х„Ду)ду 


0 


Изъ этой формулы мы видимъ, что коэффиціенты при Хо, Х,, 


Х,, ... . опредъляютея по способу, указанному въ $ 23. 

А. Не трудно также доказать, что если функція (2) остаетея одно- 
значною и конечною внутри площади, ограниченной периметрамп двухъ 
софокуеныхъ эллипеовъ, то, для вефхъ точекъ, содержащихся внутри 


этой площади, функція [(2:) разлагается въ двойной рядъ вида 


(У) Да)за да Жена КА Х +.) 
+В 2 Ва В Й + .... +Вй + ...., 
ГД 
а ё, 
(е4) 
2 1 
Вака |) Х, да. 


(е изображаетъ периметръ внъшняго эллипса, е, — внутренняго). 
Въ самомъ дЪлБ, мы имвемъ такое равенство: 


| ПИТ 2) 1 (2) аз, 

(15) Га) =) 126 9л; | 5 —т 
Такъ какъ въ первомъ интеграл во второй части этого равенства, 

точка г находится внутри эллипса, по которому движется точка 2, то 


Посоки Я Вх + 


5 — 2 00 4—4 94 9 Е, 


И р И ЛЬНО 


жени 


Ги Тр (е) е) 
са Да )4:-+-3Х |4 „ева ву 2. (2)а+.... 
Подобнымъ образомъ получимъ для втораго интеграла 
Ду (е+) еа) Хе.) 
“г Кв за фа Ходи 52 Дания Иса 


Внося эти выраженія во вторую часть (15), мы получимъ разложение 
функцій (х) въ радъ вида (ГУ). 


уумуму.гст.ога.р! 
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Разложеніе функцій въ ряды при помощи непрерыв- 
ныхъ дробей. 


$ 26, Опредвленіе Функц 77. НЪкоторъя ихъ свойства, 


1. Пуеть ф изображаетъ функцію отъ независимой перемънной у, 
которая, при достаточно большихъ значеніяхъ у, разлагается въ двойной 
рядъ по цфлымъ восходящимъ и нисходящимъ степенямъ у. Положимъ 
дальше, что при достаточно большихъ значешяхъ перемфнной у, имъетъ 
мъсто такое равенство: 

(1) Р-Н о 
5. т 


=... 


Обозначимъ числителя и знаменателя п-ой подходящей дроби чрезъ 
Ри О,, такъ, что 


Ра а, 
и СР. р Я 
9 9. =. Пн, 
Др РА 
и положимъ 
(1) В, = 50, — Р,. 


Такимъ образомъ мы получаемъ рядъ функцій 
Ч. ЧЕ 
изелъдованіемъ свойства которыхъ теперь и займемся. * 


2. Во первыхъ, не трудно доказать, что степень функщи А,, при 
безконечно большихъ значеніяхъ независимой перемфнной у, равняется 


: 1 
степени функци тура 
Дъйетвительно, изъ формулы (1) мы получаемъ 
(2) В, —= 4-4 аа... а, і 


+ ы 0)" 
Оа О, 


Упяна 
— 
* Чебышевъ первый обратилъ вниманіе на эти функщи въ своемъ мемуар% 


«О разложени функцій въ ряды при помощи непрерывных дробей.» Прило- 
жене къ ІХ тому записокъ Имп, Акад. Наукъ 1866. 


уумуму.гст.ога.р! 
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гдБ у,,, изображаетъ (п -+ 1 )-ое полное частное. Но степень функщи 


О, ниже степени функци О„,,, а степень У. Не ниже единицы; слЪ- 


довательно, степень второй части равенства (2) равняется степени ре 
п+а 


Отсюда слъдуетъ, что въ ряду 
И Ср. поне 


всъ функци будутъ степеней отрицательныхъ, и степени ихъ представля- 
ютъ рядъ понижающійся. 


З. На основани того, что степень функции В, равняется степени 


1 у 5 
0...’ Не трудно доказать, что если о, изображаетъ цълую ращональную 
пяна 


функцію степеви ниже чъмъ 9, и если т < п, то имветъ мъето такая 
формула: 


(П) Е 4,°„О,В, = 0, т<). 
Е 1 
Дъйетвительно, функція А, будучи степени равной ——› степень 
у а у М р Ог. 
произведенія д, о, О, К, равняется степени 
дп т От, 
я Ол. 


и слъдовательно, ниже степени 


фи 9 От, 
Фан 
ИЛИ х 


Оа 


9, О 


ибо, при веякомъ и, степень 4, О, равняется степени 0. 


И такъ, мы видимъ, что степень функщи Ч, ®„ О, В, ниже степени 


Ом. № 


ы 
но такъ какъ, по прелиоложенію т < п, то 
т +1 < п, 
и елЪдовательно , степень 
От, 
О, 
не превышаетъ нуля. 


улуму.гст.огад.р! 
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Отсюда слфдуетъ, что степень разематриваемой функщи 
+» О» К, 
равняется величин отрицательной, или, другими словами, цфлая часть 


4. %„ О, В, 
равняется нулю. 


Подобнымъ образомъ можно доказать, что если т < п и степень 
цълой раціональной фувкци о,„ ниже степени {„ Т0, 


(Ш) Е д.о,О. Е, == 0, (#<.”). 
Въ самомъ дфлЪ, степень функцій 
4. л С. В, 
равняется степени 
о, Ота А 
Оп: 


и ел Ъдовательно ниже степени 


дп От От . 
=, И В 
О. 4 К О» 


но такъ какъ, т «п, то степень 


Отн 


Оп 


не выше нуля, и потому степень 


равняется величин отрицательной. 


д. Постараемся теперь узнать какой видъ приметъ формула (11) въ 
томъ случа, когда т — п. 


Для этого, мы умножимъ 005 части равенства (2) на 


4, ®, 0,; 
тогда получимъ 


м 18 св @ 
Ома О, 
у 
ИЛИ 
п=4 

(а ве, 

Фо 0 О, В, —=(—1) а,4,.. .а, дк: ели А 
0,9» че бт 0, 
Ул+ 


ммууу.гайп.ога.р! 
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или еще 
а 4 
п— 1 п— 1 рМ та : 
дана | 
4,0.0.Е,—(—1)а,а,....а,о, —(— 1) аа... а, о. 
ЖА наа. = БДО, к, 
Уп+-а 0, 


Но степень послЪдняго члена во второй части этого равенства ниже 
нуля, ибо степень «,, по предположенію, ниже степини 4,; ел%дова- 
тельно, 


(ТУ) Е 9.5, ©,В,—=(—1 | ща, ха а 0) У 


п 


п? 


5. Перемножая обЪ части равенетва 
В. = 90. Р 
на О,, получаемъ 
(3) К„0,—=$0,0„—Р„ 0, 
Но 
$ О, = Е, + Р,; 
внося во вторую часть равенетва (3) А,-+Р, на мЪето ф О,, получимъ 
Е, 0, —=Р,0„—Р„ 0, Е, О», 
откуда 
(У) Ео В, О, = Е» К, 0О,, 
гд о означаетъ произвольную цфлую ращональную функцію. 


Формула (У) даетъ намъ возможность опредфлить дробную часть 
функціи о А, О,, въ томъ случав, когда степень фувкщи о ниже сте- 
пени {„ или да 


Дъйствительно, если т < т и степень о ниже {„, то 


(4) Е оК, О,„==о Б, О: 
(„Ош 
ибо степень о К, 0, ниже степени ус или, что вее равно, ниже сте- 
па 
пени 
4. От 
и 1 
4. Оп 
или еще — ниже степени 
От. 
О» 


мумуму.гст.ога.р! 
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но такъ какъ т < п, то степень Се равна величивнЪ отрицательной, и 
п 
ел довательно степень о А, О, равняется величинЪ отрицательной. 


Точно также, равенство (4) имфеть мБсто, если т < п и степень о 
ниже степени („; ибо тогда степень 


о В, О, 
ниже степени 
ЧтОт 
Ола" 
или ниже степени 
Отн, 
Опа 


т. е. ниже величины отрицательной. 


Если т> п и степень о ниже степени д, или 4„, то, по формул 


(ГУ), мы им%емъ 
Е оК, О, == Е оЁ„О,, 


а на основанш равенства (4), 
ЕоА О, = о В, О,; 


слЪдовательно 
(5) Роб, = В, 0, 

Наконецъ, если т — п, и степень о ниже степени 4,„, то 
(6) Е оК, О, = о В, О,; 


ибо степень ө А, О, ниже степени 


я, то есть, ниже нуля. 
(Оа 


$ 27. Новыя Формулы, относящіяся къ хункщямъ К, и О,, 


1. Изъ формулъ выведенныхъ въ предъидущемъ 8-фЪ мы постараемея 
теперь вывести рядъ новыхъ, замъчательныхъ формулъ, которыя будутъ 
служить намъ впослъдетвій при разложенш произвольныхъ функцій въ 
ряды, расположенные по функціямъ О, или В, 


Во первыхъ, мы докажемъ, что если о, изображаетъ произвольную 
цълую раціональную функцію степени ниже чъмъ 9,„, Т0 
Е 1, р о „КО, == 0, 


| п-а 
0 Ед. Е В.О, = (— 1) аџа,...а, а Фа. 


Для этого, относительно первой изъ этихъ двухъ формулъ, мы раз- 
смотримъ отдБльно два случая: когда т <, и когда т >и. 


уумуму.гст.ога.р! 
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Въ первомъ елуча%, когда т < т, по формул? (5) предъидущаго $-фа, 
мы имфемъ 
Ео ЩО. =. В.О; 
слЪдовательно 
Ед Ео ВО — Во. В.О. 
Но, на освовани формулы (П) предъидущаго $-фа, вторая часть по- 
слъдняго равенства равняется нулю; слфдовательно 
Еф„Ео, В, О, = 0. 
Во второмъ елучаъ, когда т > п, на основани равенства (4) предъ- 
пдущаго $-фа, им%емъ 
Го НО за Е 0. 
елъдовательно 
Ед, Го, К, О, = Ед, о, К, О.. 
Но, по формулв (Ш) предъидущаго $-фа, вторая часть этого равен- 
ства равняется нулю; слфдовательно 
Ед.Ро, Д, О, = 0, 


и такимъ образомъ первая изъ формулъ (Г) доказана. 


Чтобы доказать вторую формулу (1), мы примемъ во внимаше равен- 
ство (6) предъидущаго параграфа, въ силу котораго имфемъ 
Еф,Ко, К, 0, —Е4,®, В, О,. 
Сравнивая это равенство съ формулою (ТУ) предъидущаго $-фа, мы 
получаемъ 
Ед, Ро, В, О, == (— 1)" а, а, 2. . а, о,. 
Это и есть, именно, та формула, которую мы желали вывести. 
2. На основани формулъ (1) $-фа 11, мы находимъ 
от (3) (Вт (2))) О» (2), 
В 0, == С ( ( ) ), 


у--5 
отеюда 
Фо Вафен аа ОРДО, 
п т м | 7 ралу 
ИЛИ 
() ово, В. 0, уо, (9) (08,08) 0,68) 


+ Ч» (2) ољ =, а» (=))) О» (5), 


уумуму.гст.ога.р! 
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Но, принимая во вниманіе, что функція 


Ч» (У) — 9 (=) 
у= 
цфлая относительно у, мы видимъ, что первый членъ второй части ра- 
венства (1) есть функція цфлая, а такъ какъ второй членъ второй части 
того же равенства есть функція дробная, то сдЪдовательно 


(2) Едо, В, 0.0 090, (2) (В, (2))) О, (с) 


Полагая въ этомъ равенствБ т = п, получимъ 


(3) Бао, В, 0, "ОИ с, (а) (В, (2))) 0, (8). 


Сравнивая два поел%днія равенства (2) и (3) съ двумя формулами 
(І) и полагая для краткости 


Ч» (У) — 4+2) ) 
п-в уе" 


мы получаемъ елЪдующія двъ новыя формулы: 
СА о, (=) В (2) 0, (= 0, 
Сл, о, (5) В, (=) О, (=) = (— уа, АИ. Ч 


гдъ о,, какъ выше было сказано, означаетъ произвольную цБлую раціо- 
нальную функцію отъ независимой перемънной у, степени ниже чЪмЪ да. 


(Ш 


3. Подетавляя въ формулы (П) 


$ (2) О, (=) — Р„ (2) 


вмЪето 
К, (2), 
и 
Ф (2) О, (2) Р, (2) 
вмвето 
В, (2), 


И принимая въ соображеніе, что интегральный вычетъ цфлой функцій 
равняетея нулю, мы получаемъ 


Мл, о, (2) 0, (2 9, (8 # (8) =0, 


(Ш) 9 
Сл, в, (=) Ф" (2) (а) << (-- Лан ара 
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Эти формулы, равно какъ и формулы (П) приводятъ ко многимъ за- 
мъчательнымъ результатамъ, на которые мы здфеь не станемъ указывать, 
а только замфтимъ, что формулы выведенныя нами въ $ Би 16, могутъ 
быть также выведены изъ формулъ (Ш). 


4. Если въ двъ формулы $-фа 16, именно, 


200-0, 


п-- 


2 Е 1 
490: = (— 1) а, дан: 90у 


внесемъ К, Р, вмъсто Ф О, и Д, -+ О, вмвсго с О,, и примемъ 
въ соображеніе, что интегральный вычетъ всякой цфлой функціи рав- 
няетея нулю, то получимъ 


СВ, О. и 
п--4 4 
СВ, 0, = (— 1) Ч #4... да лае 


Эти двъ формулы соотвътствуютъ формуламъ (Ш) $-фа 16 и могутъ 
быть въ свою очередь выведены изъ формуль (П). 


(1%) 


$ 28, Разложеніе функцій въ ряды, расположенные по Функціямъ О, 


1. Мы сдблаемъ здъеь предположеніе, что всякая функція /(2) ко- 
нечная и однозначная внутри нЪкоторой площади А, содержащей внутри 
себя всЪ линш и точки разрыва функщи $(5), разлагается въ рядъ вида 
(1) Да) зо» О, но, 0, +оо, 0, +... +оо, 0, +. ., 
причемъ о, означаетъ цфлую раціональную функцію степени ниже чъмъ 
4„› и разложевіе это будетъ имфть мБсто внутри нЪкоторой площади В, 
содержащей внутри себя веъ лини и точки разрыва функціи (л). 

Предположение это всегда имфетъ мвето, если функція [(х) цвлая и 
раціональная: мы удерживаемъ его и на тотъ случай, когда функція Ка) 
транецендентна и удовлетворяетъ въшеупомянутъгмъ условямъ. 

ПослЪ этого, остаетея только показать способъ опредъленія неизв- 
етныхъ козффищентовъ 0, 0, оз, . . . . въ ряду (1), что достигается 
весьма просто помощью формулъ предъидущаго $-фа. 
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Въ самомъ дфлф, подетавимъ въ уравненіе (1) = вмбето независимой 
перембнной х, умножимъ 06% части того-же уравненія на 


А, О, (=) ф (=), 


Д ара до (г) — да (2) 
Е г-4 ° 


ГДЂ 


и возьмемъ сумму интегральныхъ вычетовъ обфихъ частей относительно 
вефхъ линій и точекъ разрыва функціи (=): тогда получимъ 


С 0, (2) (е (с) Ка) = о, (2) Оһ (0) 0, (2) # (8) +- С ло) а) О а) (с) 
+... он до (=) 0: (5)%(2) НАД Де 
Но, на основаши формулы (Ш) предъпдущаго \-фа, мы имфемъ 
С ө, (2) 0, (2) 0, (5) 9 (9) = 0, 
СА, о, (2) 0: (=) $ (=) = (— уа, Оси». 


слЪдователъно 


па 
О (са. во, =С А О, (#) ( (2) Го). 

Формула эта даетъ намъ значене неизвъстнаго коэффищента »,. По- 
лагая п == 1, 2, 3, . . . , мы будемъ получать значенія вефхъ неиз- 
вфетныхъ козффищентовъ, и такимъ образомъ задача наша объ опредъле- 
ніш козффищентовъ ръшена. 

Если [(=) во всей координатной плоскости остается конечною и не- 
разрывною, то въ такомъ случав формула (1) можетъ быть представлена 
еще слфдующимъ образомъ: 

(— 1)" ‘аа... 00, << Е Ч, РО, ф Да), 
или 

(-1) 7а, а... а, о, << Еф, 0, 9 (2) —9, ЕО, ФА 2). 
Замъчая же, что о, есть цфлая функція степени ниже чъмъ фа) и что 


членъ 
ф„ЕО, Ф Ке) 


есть произведеніе 4, на цълую функцію, мы изъ этой формулы заключа- 
емъ, что (— 1)” ‘ал а. ..а, о, будетъ представлять остатокъ, по- 
лучаемый при д%леніи на 4, функщи 


Е Ч, О, $ [(2).. 


ммулу.гст.ога.р! 
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2. Допустивъ, что веф неполныя частныя 4, 0, 4.,... 1-ой сте- 
пени, и положивъ 
Фа Е В, м А, т, 
будемъ имЪть 
хе 1 


ма гето м — у ри А 
Следовательно 
(- аа аа РА ОТ ра», 
откуда 


ре 1)", 


ыы ОМАН: 
Формула эта совпадаетъ съ формулой (5) &-фа 17. 


3. Переходя къ частному случаю, мы положимъ 


Ка) = 


тогда формула (1) приметъ такой видъ 


а 4 а... а,ә, = а, ал. п “: а А 
гдЂ 
2 с 4(20)— (2) 
п 2—5 
Но 
Стен) — ЕА (у) О, (у) 3 (у), 
ГД 
4„(х)—Ч»(9). 
А, (у) = а 
слфдовательно | 
(—1 И за, а.... а, о, —РА, (у) 0, (у) 9 (9), 
ИЛИ | 


(Лара а а ЕР), (9) В, (9). 
Съ другой стороны, такъ какъ степень А, (у) равняется степени 


1 
1-0.” а степень А, (у) ниже степени {„, то елъдовательно степень 
т п 


А, (у) Е, (у) 


улмуму.гст.ога.р! 


в 


равняется величин® отрицательной, то есть, 
Е ^„ (у) В, (у)==, (у) В, (у), 
велъдстве чего 
(—1)" ‘аа... а,°,==^, (у) К, (у). 
На основан этой формулы, мы получаемъ такое разложеніе функціи 
1 


у-г 
(Ш) 


ГдЂ 


=, 0, а) В, (у )+р,0, (<) К, (у) +0, (2) В, (у) ..., 


пое 9,(2)—99), 
97 адац-...0 г-у 
Если ве неполныя частныя Ча» 9%» Ҹә · · •› первой степени, то по- 
лагая 
4. = В, + А, 2, 
получимъ 
а дА (—10)" 14, 
п аа... 
и слЪдователъно 


ПУ) ра дай цу), 0,09) А0) тд Оз) АЫ) 


Эта формула дана Чебышевымъ въ его писъмв къ Брашману, помћ- 
щенномъ въ 1-мъ томъ Сборника Математическихъ наукъ. 


Полагая 


9 = 4 н Іор 2—7 г-- за, 


, Р 1 
изъ формулы (ГУ) получимъ разложеня Да у ВЪ радъ, распозо- 
женный по Лежандровымъ функціямъ, то есть, получимъ формулу (Г) 


параграфа 25. 


$ 29, Разложеніе функцій въ ряды, расположенные по ФУНКЩЯМЪ Д,.. 


1. Для избъжаня веякихъ предположен о сходимости рядовъ, мы 
предетавимъ нашу задачу, къ изложению которой теперь приступаемъ, 
подъ такимъ видомъ, какъ она изложена въ Мемуар Чебышева: О раз- 
ложенги функции въ ряды при помощи непрерывныхь дробей. 


+ 


уумууу.гст.ога.р! 
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Въ мемуар% этомъ мы находимъ рвшене такой задачи: 

Имъя какую нибудь функцію (г) способную разлагаться 
въ рядъ по цълымь нистодящимь степенямь у, требуется разло- 
жить эту функцію въ рядъ по функціям» Н., В, В... таким 
образомь, чтобы сумма первъмсъ членовъ искомаго ряда до члена 
о, В, включительно выражала функцію [(у) върно до членовь 
порядка К, включительно. 


Задача эта, какъ не трудно убЪдиться, совершенно тождественна съ 
задачею о разложении | (у) въ рядъ вида 


Ку) =, В, но, Во, Ванчо, Е... 
гдЪ о, изображаетъ цфлую раціональную функцію степени ниже чъмъ 4». 


Приступая къ ршенію занимающаго насъ вопроса, мы возвмемъ во 
вниманіе дробную часть функціи /(у), которую можно изобразить такимъ 
образомъ: 


Ку) - Е Ду). 


ДЪля эту разность на А, мы найдемъ въ частномъ нфкоторую цфлую 
функцію о, и остатокъ г. степени ниже чъмъ В. Для г, на В,, мы 
также найдемъ въ частномъ цфлую функцію о,, и полученный при этомъ 
остатокъ будетъ степени ниже А,. Продолжая такимъ образомъ дъленіе 
получаемыхъ остатковъ на Ќ,, Ќ,,.., мы найдемъ рядъ частныхъ 


Ф >; 9, 0 


предетавляющихъ собою цфлыя функщи и рядъ оетатковъ, которыхъ сте- 
пени ниже степеней 


Щи, 
и эти функци будутъ связаны уравненіями 


Гу)--ЕДу) = », В, + ИТ 


по 9, 0, 
г 0, + г,, 
(1) 
ед 
е. .9 
"то, К„+нт,: 


улуму.гст.огд.р! 
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Эти же уравненія, по исключеню изъ нихъ 7,, И.,...”„_,, Дають та- 
кую формулу для выраженія функщи Ду): 

[(у) =ЕГу но В, о, В, о, В,-+.....Н°В Г, 

Такъ какъ г, по вышесказанному, будетъ степени ниже чъмъ К,, 
эта формула, вЪрно до членовъ порядка Ё, включительно, представить 
функцію [(у) подъ такимъ видомъ: 

Ку} =Е (у) но. Во Во Ванов, 
ГДБ 9, ®.,,....®, ЦБЛБТЯ функщи 
Веякій разъ, когда непрерывная дробь 
РР ТИЕ ра. 
4: +... 
будетъ безконечная, рядъ функци 
УВВ. 
тоже будетъ безконечный, и слфдовательно число п въ вышенайден- 
номъ выраженіи функци /(у) можно будетъ увеличивать безпредфльно, 
что и дастъ такой безконечный рядъ для разложевія /(у): 
Ху) = ЕЛу но В но, В.о, В +... 
9. Въ каждомъ частномъ случаЪ, какъ мы видфли, функщи 
ш, 05, Одун. 
входящія въ формулу (4) могутъ быть найдены послфдовательно д®ле- 
ніями; мы теперь покажемъ общее выраженіе этихъ функцій, по которому 
каждая изъ нихъ найдется непосредственно. 
Для этого мы сначала докажемъ, что функціи 


е» Од» Още" 


будутъ на самомъ дълъ степеней нисшихъ чЪмЪъ 
да 95, Фз,... 
Дъйствительно, изъ уравненій (1) ясно видно, что степени функцій 
(2) О Ира руни“ 
будутъ ниже, чБмъ степени выраженій 


1 В В 
(3) Е" Еи Ы, 
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Но функци А,, А,, В.,... одинаковыхъ степеней съ функціями 
Г. ДА: А Р 
па 20 О 
велъдстве чего выражешя (3) будутъ одинаковыхъ степеней съ функ- 
ціями 


г. гу 


о, 0, 
(4) (2, и" 
Но такъ какъ 
0, 07 0, о, 
О, = 0. = +00 ова а, ..., 


то ясно, что функціи (4) и, слъдовательно, (3) будутъ одинаковыхъ етепе- 
ней со знаменателями 

Та ОИ ъа, 
и потому функции 

0» Фа,» 03, .. 
будутъ степеней нисшихъ. 


Переходя къ опредБленпо функцій 


мы умножимъ 066 части уравнен!я 
[(=)— 5, (х) К, (2) о, (=) В, (=) -...-Но,(2)В,(=)-нг, (=) 


на 
А, О, (2) 42, 
ГДЪ 
3 4 4»(У)—9»(2) 
те 0—2 5 


и, послЪ того, проинтегрируемъ об части по окружности круга, начер- 
ченнаго изъ начала координатъ безконечно большимъ радіусомъ; тогда по- 
лучимъ 


(5) 24,0, (2) Да) <<», (2) А, (2) 0, (а) 4-С, о, (2) В, (2) 0, (2) 
+... Аро (а) В, (3) О (з)-- мг (2) 0 (а). 


16 
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Такъ какъ етецень А, единицею ниже чмъ степень („, а етепень г, по 


'.. 1 
крайней мр? единицею ниже чЪмъ етепень 0 ‚ То, с.л Бдовательно, 
п 


ща 


степень 
А, т, (3) О, (=) 


по крайней мър® двумя единицами ниже чЪмъ степень 


фи О». 
О. 
Но степень функцій раны " равняется нулю; слфдовательно степень 


функцій А, г, (2) О, (4) не превъшаетъ — 2, велъдетвие чего 
(5) СА, е, (2) 0, () = 0. 
Кром? того, по формул (П) предъидущаго \-фа, мы имвемъ 
ОА, ө, (=) В, (2) О, (2) = 0 
Ил, о, (2) В, (2)0,(2)==( 1)" "ана, а ө. 


Внося въ уравненіе (4) на мето членовъ во второй части ихъ значе- 
нія, опредфляемыя уравненіями (5) и (6), получаемъ 


(1) (-1) аа... а.о, ИК. „ (2) [(=). 


Это и есть формула, опредъляющая значеше искомыхъ коэффищек- 
товъ 


(6) 


6) ле 


9) >» 2? „е. ее 


Она можетъ быть представлена еще иначе, именно, слъдующимъ 06- 
разомъ: 
(1) (—1)" ‘а, а,...а, о, Ед, РО, /(у). 

Подъ такимъ видомъ ее далъ Чебышевъ въ вышеупомянутомъ мему- 
ар%. 

Подетавляя въ формуле (Н) 


О, Г(ч) —ЕО, / (у) 
ЕО, /(у), 


на мето 


получимъ 


(—1 уз а, а, рг" а, ка 65 Еф, О, [0)—9, Е 0, Ду). 
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Замфчая-же, что о, есть цБлая фуркція степени ниже чвмъ ф,, мы 
изъ этой формулы заключаемъ, что 
1—1 
(—1) а, а 
будетъ представлять остатокъ, получаемый при дбленш на ў, функщи 


Е Ч, О, /(у). 


Допустивъ, что вс$ неполныя частныя Ч, 4... первой степени, 
И ПОЛОЖИВЪ 


ва, »ю 


а“: п 9% 


4, == В, + А, у, 

получимъ 
= А. 
Слъдовательно 
(1 ра а 444. .0, 0, = А, 0, (а), 

откуда 

(—1)"— 4 4, 
(Ш) а, Г). 


5. Переходя къ частному случаю, мы положимъ 


Г = 5: 


тогда формула (1) приметъ такой видъ: 
е1)" а, а, е а, ТА = 00); 


1—21 
то есть, 
(—4)*-* а, а, .-.а, 0 — А, (х) 0, (2), 
гДЪ 
л, (2) = 4" (у) — 4 (5), 
ани 
у : я 1 
Велъдетвіе этого, мы получаемъ такое разложеніе функцій сна 


да 
рядъ, расположенный по функціямъ Д, : 


=, 0, (2) К, (у) + 0, (х) А, (у) Ад 


гд 


ц == „(ае 4 9.00) — 012) 
Сте: ча. В 


Формула эта тождественна съ формулой (111) предъилущаго пара- 
графа. 


уумуму.гст.ога.р! 


ПРИБАБЛЕНІН І. 


Симметрическія функціи. 


Новое доказательство Формулы Лагранжа, данной въ $ 14-мъ, 


1. Тв самые пріемы, которые въ $ 13-мъ послужили намъ для вы- 
вода ряда Лагранжа, даютъ весьма простое и удобное средство вывести 
формулу для вычисленія симметрической функцій 


(0 Виа) = а) + Иа) + Ма) а) 


отъ корней уравненія 


(2) Га) = 2 (2 — ш); 

причемъ { (а) изображаетъ раціональную функцію вида 
В, В, В, Ды; 

(3) а аа е зь ва а нна. 


Ка) изображаетъ цфлую раціональную функцію степени п, дълящуюея на 
г, но не дълящуюея ни на 2°, ни на 2 — м, и не содержащую въ вы- 
ражеши евоемъ перемфнной 2; и есть произвольная постоянная величина 
не равная нулю. 


На самомъ дЪлБ, сумма 
2 4(х,), 


разсматриваемая какъ функція отъ независимой перембнной =, остаетея 
однозначною и неразрывною во всей координатной плоскости, за исключе- 
ніемъ точки 5 == 0, въ которой имфемъ 


р $(х,) = =; 


ибо функція (г) обращается въ <> только при 2 (), а между корнями 
уравненія (2) тогда только можетъ находиться нуль, когда 2 = 0. 
Кром того, при 2 с», и — 1 корней уравнешя (2) обращается въ с», 
велфдетв!е чего 


уумуму.гст.ога.р! 


Принимая все это въ соображеше, мы заключаемъ, что 


п 


(4) Уа) и) 2+... ВОИ ху 


о 


Остается опред®лить неизвъетные коэффищенты 


Для этого, мы замъчаемъ что 


Дт а М Ща 
ИЛИ жи: 


Е Ў, Ща,), 
Ри 
откуда, интегрируя по частамъ 


=—т0 У (а) 


(2=0) 
то есть, 
(А ЮДА ах Киа)" Еч, не ф' (а) а . 
(==0) =0) 
Но если, предполагая = ие а малымъ, обозначимъ чрезъ 2, 
тотъ корень уравнешя 


Ке) = = г-и), 


который при = = 0 обращается въ нуль, то 


с; ф' (2.) За 0), 


(==0) 


г ! дг, 
Сг (а) 792 0, 


(#0) 


в (а) 28 = 0; 


(==0) 
ибо, по предположенію, ни одинъ изъ корней =,, 5,,....=х,_, при 
безконечно маломъ =, не есть величина безконечно малая, велъдетвіе чего, 
каждая изъ функцій 


$(х,), Ф(2,), Жан) 
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остается вблизи точки = = (0 не только однозначною, но и конечною, и 
слЪдовательно ихъ производныя 


(02,22, уа) 2, фа) 28 


остаются также, вблизи точки <==0, не только ыба однозначнътми, 
но и конечными. 


На основани этого, вмфето уравнешя (5) мы получаемъ 


Полагая 


и принимая г, за независимую перемЪнную, мы находимъ 


; ато 42 
РА 1 Де.) $' (25) -- = ао. 
Па 5 (2, — и) 
(2, =0) 
или, подставляя х.на мъсето г, И Е 
4 (сас) фи | (г). 
А; = ТЕ — 1 ) т 79 (и — г) 


Принимая теперь въ соображеніе формулы 16 $-фа 10, мы видимъ, 
что 


ИА (Касу 47 (2) 1 4—* Ки) (и). 
-ц7 тот А-Я 
елЂдовательно 
С В 4'— * (ии). 
(1) А, м К Е ди“ 


Отеюда видно, что при? > т, 
Я, 
ибо функція 


Го) $" (и), 


при > т. есть цфлая. 


Принимая это въ соображене и внося въ уравнеше (4) на мћето 
АУА, , А, 


уумлу.гст.ога.р! 


ихъ значешя. получаемыя изъ формулы (1), мы находимъ такое выраже- 
ніе для искомой функщи: 


(ШУ Ма) им) нун) РР т оме а. 


1 0". Ги)" (и) 1 
ДО ня | г НА я], 
гдъ знакъ Е относится къ перемънной и. 


Подоживъ здъеь 2 == 1, мы получимъ формулу (1) \- фа 14, даю- 
щую значеніе симметрической функціи 


ф(х) еі Ще) чукат Де.) 
отъ корней уравненія 


Ке) — 2 + и = 0. 


Выводъ Формулы Варинга, 


1. Пусть будеть алгебраическое уравненіе 


(1) г" -- 5 («), 
ГдЂ 
(2) Де) = р — р 27° —–.., —р,, 


и пусть будетъ симметрическая функція 


(3) Хе, = Из) + Иа) + Ма) +... (а), 
ГД 


(4) Ще) = Вх В, 2? +... В г". 


Ў иа), 


разсматриваемая какъ функція оть независимой перемнной 5, остается ко- 
нечною и однозначною во всей координатной плоскости, и обращается въ 
безконечность не иначе, какъ при = -- оо. Кромб того, та же сумма въ 
точкв = — 0 обращается въ нуль; ибо при < — 0 веб корни уравнения 
(1) обращаютея въ нуль. 


С мма 
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Велбдетве этого, мы имфемъ такое уравнеше: 
(5) У4(2,) = Ад -+ А2 + Аб... АЖ... , 
тв А, А, ...А,.... буть неизвфетные коэффищенты, зависящіе 
ОТ Ра 0, 
Прежде чБмъ приступимъ къ опредфленю коэффиціентовъ 
С КЕ ол ДОЩАЩАЕ г МОИ 
мы замвтимъ, что, при безконечно малыхъ значеніяхъ на =, каждый изъ 


корней 
а гай а 


не можетъ быть разематриваемъ какъ однозначная функція отъ независи- 
мой перемфнной =. Для избъжанія этого неудобства, мы положимъ 


ВЕ 
влёдетв!е чего, на мето уравненій (1) и (5) получимъ 
(6) а= (а), 
(7) У, (1)=А"-- А.Е" А," -...-Н АЕ"... 


и, какъ показываетъ уравнене (6), каждый изъ корней 


а чм 


"па? 
вблизи точки #--0, есть функція однозначная отъ независимой перемън- 
ной &. 
Переходя къ опредъленію козффищентовъ 


УГ ВН МХ 


мы замъчаемъ, что уравненіе (7) даетъ намъ такое въражене для козф- 
фищента А: 
п 
х$ (2,) 
у Иа 
А С (рау 
или 


тп 


—1 ду 1 
аа Сат) ХФ, 
6—0) 
откуда, интегрируя по частямъ, 


Ас Е) ^ 


уумуму.гст.ога.р! 


Такъ какъ каждый изъ корней 2, %,,...5,_,, При безконечно маломъ 
5, веть функція однозначная отъ перембнной Е, то послфднее равенство 
можно представить еще такимъ образомъ: 


4 
И (га) 2 “а, аа иа) ас. 


е ИЕ 
(8) А-- [7—4 ТС (е) | 


Возьмемъ теперь во внимане одинъ изъ членовъ, еоставляющихъ вто- 
рую чаеть (8), то есть, 


да 
ПОД аве 
((5”')) ” 
и положивъ 
Г. рабо И ДР. 
2, ат. 6 [(2,) 
примемъ г, за независимую перемфнную, на мъето прежней -независимой 
перемънной Е: * тогда получимъ: 


ат, | 4х, а 
Е СА ДРА = = 
иа Ш (с, ”) : 
ИЛИ 
ред“ 


= Ке) +! (а). 


пе” (а) 


Вторая часть этого равенства не зависитъ отъ указателя г, слЪдова- 
телъно 


4х ах = 
4’ ( )— Фа) (а) тт ; 
° а РА Гоа)! 37 (2) 
Се рр о ер 
Сравнивая между собою уравненія (8) и (9), получаемъ 
Га) (а) 
(10) А-Я а, 


Такое общее выражеше коэффиціента при 2" въ формулъ (5). 
Изъ формулы (10) видно, что, при? > т 
#1 = 0% 


Это возможно, ибо, при безконечно малыхъ значеніяхъ 2,, Функція #, опредфля- 
емая уравнешемъ (9), есть однозначная относительно независимой перем ной х,.. 
17 


улуму.гст.огд.р! 
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ибо тогда степень функціи 
(д) (2) 
ТИ 
ниже — 1. Слфдовательно 


| Хе) =А, 5+ А2 +... А2", 


(1) Пауна) 
| ЕГ. т («“)) 
2. Разсмотримъ теперь частный случай, именно, когда 
Фе) = =”. 


Подетавляя въ поелфднюю изъ формулъ (1) тх”-‘ на мъето ф(#), 
получимъ такое выраженіе для коэффищента А: 


див г 
р і 


Иде: 1 ) 


Формула эта показываетъ, что 
і 
т 4. 
равняется коэффищенту при 2" въ разложени функціи 


Ке) 
въ рядъ по степенямъ х. 
Но такъ какъ 
п-л п--:8 


Ка)---4р 7 -раг ян. -нра ае р,) 
то 


е. Ще 1) мо (1), (0—2). -п)а 
Вас Сид та по ( .Н(и—2)),+...п—п)л,, 
Де) =(—1 атр, ЗЕ) ра р, 2 

гдф суммироваше распространяется на ве цфлыя положительныя числа 
А, А... А = ечитая и нуль за чиело положительное, — удолетворя- 
ющія уравненію 


(1) Эч агне. Пе Ден, 
(лъдовательно | 
= Г(-+-1) № 4 
ли Го) вы 
иди В. 
(12) 4 = (туры ) 
, ти, 10 +), ПР 1 №. Ро 


ммлм.гст.ога.р! 


ҒА чиела 


на которыя распространяется суммированіе должны удовлетворять, кром% 
уравнения (11), еще такому уравненію: 


(13) (п — 1) л, (п — 2) А, +... (пп), = п — т. 


Умножая 065 части уравненія (11) на пи вычитая изъ (13), полу- 
чимъ на место уравненія (13) такое: 


(14) Л 2А, + 3, +..... аА, = т. 
Дълая въ формул (12) 
КТИ ол т, 
мы будемъ получать значенія коэффиціентовъ 
Ер ЕКОЕ 7 


Внося такимъ образомъ полученныя значенія во вторую часть фор- 
мулы 


Ух = А, 2+ А, 2 +... + А й"; 


будемъ им%ть 


, „те „3 ди. 


гдъ первое рем во к части распространяется на већ значе- 
нія цфлыя положительныя или нуль чиселъ Да Аа ИА ОВ 
вяющихъ двумъ такимъ уравненіямъ: 


2), +3), +. ‚; ВА =, 
С А+ А+... А-тъ 
второе же суммированіе распространяется на 
га 4,2, 3,4, 


Формулу (15) можно еще представить такимъ образомъ: 


Ю.Н 
Ура 1) ГОА, +2, +...-^,) А нь +...) 


У „т У, ТО, +1)..ТО,-+1) р, ...Р 


п 


гдъ суммироване распространяется на всъ значенія цфлыя положительныя 
или нуль чиселъ А, ,А,. . . А,, удовлетворяющихъ одному уравненію 


аз +... апд, =”. 


ууму.гст.ога.р! 


вз 


Дълая въ послдней формулъ = — 1, получимъ елъдующее выраже- 
не для суммы т--ъщъ степеней веъхъ корней уравненія 


р, рай * +... ар, 2= 0: 


2.2.4.4 
(Ш) ўа" ту (-4) Гаяна -+А,) › 


Ао А 


- -- Гуррркичет Туни вадене „Рь---Рн’› 
гдъ суммироване распространяетея на ве цълыя положительныя или 
нуль чиела А,, А,, . . + А,, Удовлетворяющя уравнению 

АЗ +.... +7. те т, 


Это и есть формула Варинга. 


ПРИБАВЛЕНИЕ 2.. 
Непрерывныя дроби. 


Доказательство одной теоремы относительно степеней неполныхъ 
частныхь, 


1. Въ &-фЪ 15 на стр. 37 было доказано, что если пблая ращональ- 
ная функщя 9(2) не мБняетъ ни разу своего знака въ промежуткЪ®, за- 
ключающемся между крайними корнями уравнения | 


Ке) = 0, 


гле [(х) означаетъ цълую раціональную функцію, не имфющую мнимыхъ 
корней, и не имфющую общаго дълителя съ 9(5): то ве неполныя частныя 


Фо» Фа» Яз» - · · Фо 
заключающіяся въ непрерывной дроби 


Габка) __ а 
ИН 
92 т, 


будутъ функщи линейныя относительно перемЪнной х. 


Принимая во вниманіе нъкоторыя изъ нашихъ формулъ, данныхъ въ 
$-фахъ 15 и 16, мы можемъ ту же теорему вывести гораздо проще чъмъ 
въ выше упомянутомъ параграф и, кромф того, распространить ее на 
функци транецендентныя. 


уумуми.гст.ога.р! 
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На самомъ дЪлБ, по формул (Ш) $-фа 15, мы имвемъ 
(Г) ВО (е) = р СБ" 
гдЪ суммироваше раепроеграняетея на всЪ корни уравненія 
Ке) = 0, 
а 0, (2) изображаетъ знаменателя 7-ой подходящей дроби, степень ко- 
тораго очевидно ниже чЪмъ степень функци /( 2). 


Принявъ это въ соображеше, мы допустимъ, что етепень џ, больше 
единицы; тогда 


1 
—— = () 
га) у 
и равенетво (1) приметъ такой видъ: 
2 а. 
ХО’, (2, 9 (г) = 0 
Но всф члены, составляюще первую часть этого уравненія, имбютъ 
одинаковые знаки, ибо 9 (2) по предположенію, не мъняетъ своего знака 
въ промежутк® между крайними корнями уравнения 
Ка) = 0; 
кромЪ того, не можетъ быть, чтобы вев значенія 


О, (2), О (2,), О, (2.), АИИ 


равнялись нулю, ибо степень функци О, (2) ниже чъмъ степень Де). 
СлЪдовательно, ясно видно, что уравнеше (2) не можетъ имфть м%ета; а 
это показываетъ, что степень д, не можетъ превышать единицу. 

Такимъ образомъ теорема наша доказана. 


2. Возьмемъ функцио 
р 
9 


ГА 
Ф(2) = рег, 


7—0 
а 


и допустимъ, что а и 6 суть величины вещественныя, а /(<) изображаетъ 


функцію вещественную, не мвняющую своего знака въ промежуткъ между 
= 9.8 3590. 


Допустивъ все это, и положивъ, что 


уумум.гст.ога.р! 
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не трудно доказать, что вс неполныя частныя 


Я. Фа" 93 - - · 
суть функціи линейныя. 


Дъйетвительно, такъ какъ, по формулв (18) $ 16, 
аб 


[Пета 4®—(—1)"`‘а,.а,...а„ ба 


“а 


то, допуетивъ, что степень ў, больше единицы, мы будемъ имЪть 


АРМИД 
С 0. 
и ел довательно 
ь 
| Ае) О) де << 0. 


Но это невозможно, ибо подъинтегральная функщя не мъняетъ своего 
знака въ промежутк® заключающемея между предълами интеграла. Сл%ъ- 
довательно невозможно и то, чтобы етепень неполнаго частнаго у, превы- 
шала единицу. 


3. Вообще, во всякомъ чаетномъ случав, если мы докажемъ, что 
величина 


Г а) Оа) 


не равняетея нулю, при какомъ угодно п, то отеюда заключаемъ, что већ 
неполныя частныя 


‚ПА ГО ВОВА 
заключающіяся въ непрерывной дроби 
— СЕ 
ф(а) ФТН а а 


суть функціи линейныя. 


Напримъръ, положивъ 
ф(х) = г — а) (2 — 5), 


и допустивъ, что а и 6 суть величины вещеетвенныя, и что 6 > а, мы 
получимъ 


2 ка) Ода) = 2 [Ув 0) @ 0) 04а) г, | 


уумлу.гст.ога.р! 


_ ИЛИ 


Са) Оца) = е [У а 0—0) 0:42) йа. 


Такъ какъ подъинтегральная функшя во второй части этого равен-. 
ства между предълами интеграла остается вещественною и не мЪняетъ 
своего знака, то 


С ф(х) Ох), 


при какомъ угодно љ, не можетъ равняться нулю, и слъдовательно всЪ не- 
полныя чаетныя 


4.) 4. , Ч., е пе па 
содержащіяея въ непрерывной дроби 


(3) Ив-а) г-0) = + м 


суть функціи линейныя. 


Хотя мы предполагали, что а и 6 суть величины вещеетвенныя, но, 
очевидно, равенство (3) остается безъ перемфны, при какихъ угодно вели- 
чинахъ а и бф — вещественныхь или мнимыхъ. 


М ня НЕА “ млмму.гст.о 


мир А А ДО а СА дь 4,» м ща поза, 


Замфченныя опечатки. 
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